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Monografia obsahuje zakladnu teériu metdédy koweh prvkov na rieSenie geometricky
a fyzikalne nelinearnych pevnostnych udloh. Preoti@élohy zarové poskytuje podrobné
postupy konkrétneho numerického rieSenia v prostgrdgramov Mathematica, Matlab,
ANSYS a vlastného fortranovského programu NELMKG?y e v praci uvedeny v zdrojovom
tvare. Teoria a vypdiovée postupy MKP pri rieSeni takychto uUloh sa destroju na
geometricky jednoduchych telesach s mnozstvom agakl ilustrujucich numerické
spracovanie a vyuZzitie teoretickych formulacii.

Praca sa pokuSa vypihimedzeru existujicu medzi teoretickymi monografiamr®nymi
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vyuZitia nelinearnej teorie.
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ZOZNAM HLAVNYCH SYMBOLOV

Indexy

e

vSeobecnylubovdny, e-ty prvok

hodnota (veliina) patriaca e-tému prvku

elasticka hodnota

z&iatocna (referenna) hodnota

skusobna hodnota napétia

plasticka hodnota

veli¢iny vyvolané Greenovou deformaciou

veli¢ina v2’ahovana na Z@to¢nu konfiguraciu telesa
veli¢ina va’ahovana na aktualnu konfiguraciu telesa
hodnota na medzi sklzu materialu

hodnota na zgatku za'aZzujuceho kroku

hodnota na konci ZaZujuceho kroku
lokalnecislovanie uzlov prvku

tangenciélna velina

Oznacenie symbolov

-

&
"

virtualna hodnota, virtualna zmena vely [

ekvivalentna hodnota

veli¢ina zavisla od stuja plastizacie

veli¢ina vyjadrend v lokalnom suradnicovom systéme prvku
kompletny vektor, resp. matica tenzora (obsahugyajetrick&leny)
maticovy zapis tenzora

tenzor

Latinské a grécke symboly

modul pruznosti Yahu materialu

modul pruznosti v Smyku materialu

zaviatoéné a koncovalidka zaazeného pruta, resp. nosnika
predZenie prata, resp. nosnika

zloZky vektora posunutia

energia napatosti (deforgred praca vnutornych sil)
potencialna energia vonkajsich sil

celkova potencialna energia

suradnice bodu v Zatocnej konfiguracii telesa
suradnice bodu v aktualnej konfiguracii telesa
interpolana (tvarova) funkcia prvku

funkcia plastického zaZovania

podmienka plasticity

medza sklzu materialu

ekvivalentné napatie

ekvivalentna plasticka deformacia

tangencialny modul materialu



H
u

1.6
A
dA

0
MATICE

Ug,U

Ql-mMIuCzZz— Tx X
>

[7)
™

1Q
%)
ion

™ Q

Q
o

plasticky modul materialu
Poissonov@islo materialu
prirodzené suradnice prvku
pomerné natiahnutie (stretclt)o
plasticky ndsobok

hustota materiélu

vektor (stpcova matica) posunuti uzlovych bodov prvku, telesa

vektor posunuti vSeobecného bodu telesa
vektor vnatornych uzlovych sil prvku, telesa
vektor nerovnovaznych uzlovych sil

vektor vonkajsich uzlovych sil

tangencialna matica tuhosti prvku, telesa
tangencidlna matica materialovej tuhosti

tangencialna matica geometrickej tuhosti
vektor objemovych, ploSnych, sustredenych sil
pomocny vektor e-tého prvku

transformé&na matica deformacii prvku
matica materialovych (materialovo-prierezovyctgsthosti prvku,

telesa

vektor polohy bodu v zgatoénej (referetinej) konfiguracii telesa

vektor polohy bodu v aktualnej konfiguracii telesa

matica deforméného gradientu

jednotkova matica

jednotkovy vektor

matica natiahnutia

matica rotacie

Green-Lagrangeov vektor deformacie

kompletny vektor derivacii funkcie plasticity dadzloZiek napatia

redukovany vektor (bez symetrickyélenov) napatia, deviatora
napatiafatenacie af’.

kompletny vektor (aj so symetrickyrélienmi) napatia, deviatora
napatiafatenacie af’.

nap&ovy vektor posunutého suradnicovéhdiatku plochy plasticity

deviatora

skuSobné napatie



UVvOoD

Cidom predkladanej monografie je poskytnsaujemcovi zakladnu tedriu a zakladne
aplikatné postupy metédy koteych prvkov (MKP) pouZzivané pri rieSeni geometricky
a fyzikadlne nelinearnych pevnostnych Uuloh. Pod ed@gpm sa predpoklad&itatel
oboznameny so zékladnou linearnou teériou MKP,@afalacovnik, ktory vyuziva komary
program MKP na rieSenie linearnych i nelinearnydébhia nestd mu, alebo nevyhovuje,
teoreticky manual programu. V neposlednom rade k&cg mohla by zaujimava aj pre
Studentov a doktorandov fakult technickych uniiezaimeranych na aplikovani mechaniku
a mechatroniku.

Povodne sme pracu rozdelili na tasti: Uvodnacas’ obsahovala zakladné pojmy
a vz'ahy, d’alSia geometricky nelinearne a posledna fyzikalelnearne prvky. Toto delenie
sa vSak neosvéio vzhfadom na prelinanie sa zakladnej teérieatiov a postupov v tychto
Castiach. Praca je pretdenena na kratke kapitoly, ktoré na seba nadvaaigu radené tak,
aby bolo mozné predkladanu tedriu postupne butjdwael” aplikova’ na jednoduché ulohy
z danej problematiky a tym zé&asu vyvratf pochybnostiitate’a o potrebnosti teoretickych
rozborov a veahov. Na vysvdbvacie a aplikené priklady sa vyuZivaju programy
Mathematica Matlab a ANSYSktoré by mali by pre horeuvedeny okruh predpokladanych
zaujemcov zname a pristupné. V praci sa vyuzivdasjny fortranovsky program NELMKP,
ktory je uvedeny v zdrojovom tvare a je vhodny g pednoduché zabudovanie vilastnych
formulacii a numerickych postupod’alSich nelinearnych kotieych prvkov.

Pomocou MKP mozno rieSidzne typy nelinearnych uloh, praca sa vsak, davddvodu
obmedzeného rozsahu, venuje len statickym, gearkegtria fyzikalne nelinearnym
pevnostnym Uloham, ktoré vSak tvoria zaklad aj poehopenie postupov rieSerdalSich
typov nelinearnych dloh mechaniky a fyziky: z ollakontaktu telies, vedenia tepla,
akustiky, elektromagnetického [ zviazanych uloh mechanickéholacs poliami iného
druhu ad’alSich. Treba povedaZze z klasického postupu a spracovania v MKRiasta:ne
vymykaju doélezité nelinearne ulohy pradenia tekutin

Kvéli jednoduchosti sa pri jednoosovych uldihaasto vyuziva Greenova formulacia
deformacie (pretvorenia) a pri dvojosovych georokyrinelinearnych dlohach jednoducho
vyuzite’ny Green-Lagrangeov tenzor deformacie a s nim amyz2. Piola-Kirchhoffov
tenzor napatia. Pri tychto Ulohach sa uvaZujik&gosunutia a rotacie, ale malé deformacie.
Strikne sa vSak vysvije aj prechod na formulaciu sikgmi deforméaciami s logaritmickou
mierkou deformacie. Geometricky nelinearna formaaovinného nosnika s odvodenou
tangencidlnou maticou tuhosti prvku umoge elegantne vysvefli a numericky
demonstrova pojmy osoveého predpétia, nap@éeho spefovania a straty stability pri
tlakovom zaazeni.

Pri fyzikadlne nelinearnych (pruzne-plastickychroblémoch sa predpokladaju malé
posunutia i malé deformacie. Pre telesdazavané rovinnou napéatms sa uvazuje von
Misesova funkcia plastickéhotzZovania pre idealne plasticky material, ako ajrpaterial s
izotropnym a kinematickym sp&#ovanim. Podrobne sa analyzuju efektivhe spésoby
integrovania konstitutivnych rovnic s uvedenim keétrtkych numerickych algoritmov a ich
zabudovanim do demon&trgch programov WMathematicei Matlabea do fortranovského
programu NELMKP. Vysvéuje sa odvodenie materidlového modulu konzistemtngh
metddou integracie a nazorne sa ukazuje jeho wdsdpojena so zatenim kvadratickej
konvergencie itekanej procedury.



Formulacia nelinearnej ulohy pomocou MKP vedia sustavu nelinearnych rovnic,
ktorych neznamymi sU zovSeobecnené posunutia (pstn@nia) uzlovych bodov
vypoétového modelu telesa. Matica sustavy (pri pevnadtnylohach tzv. tangencialna
matica tuhosti) je funkciou tychto neznamyawm automaticky vyZzaduje itefay spdsob
rieSenia Ulohy. Existuje Vké mnozstvo numerickych proceddr na v§g@oneznamych z
takejto sustavy rovnic, ktoré vSak skoro vSetkyhagdzaju z principu Newton-Raphsonovej,
¢asto strdne oznaovanej aj len Newtonovej, itafaej metddy. V praci sa preto tejto metdde
a hlavne jej spdsobu vyuzitia pre rieSenie nelimgén pevnostnych dloh (jej princip by mal
byt znamy z numerickej matematiky) venuje &m& pozornog vSetky demonsttmeée
priklady sa rieSia touto metddou, je zabudovandoaprogramu NELMKP a vyuZiva ju aj
program ANSYS, kde je mozné zwdksi aj jej niektoré modifikacie. Pravda, ajtaaujuce
sily mézu by zviazané so zovSeobecnymi posunutiami (pri rotébéisa sa napr. meni smer
normalovych povrchovych sil), tento pripad sme kjgdnoduchosti formulacii neuvazovali,
vSetky sily v praci su kozervativne — ich smer j@gs zdaZzovania (p&as iterénej
procedury) rovnaky.

Praca si nezaklada na hlboko teoretickom text@mplexnom rozbore teoretickych
problémov, skér sa snazi o stnos’ a jasnos vykladu avSak bez zjednoduSovania totm,
by sa zjednoduSovanemalo. Takisto necitujeme kompletne pévodnyclorawt teoretickych
a algoritmickych formul&cii a postupov; moZzno idjsi v zakladnych sahrnych publikaciach
o nelinearnych problémoch MKP, za ktoré povazujepnedovSetkym prace [1] az [8].
NepovaZzujeme sa tiez za kompetentnych na zhrnhtdnotenie a kompletné citovanie
doterajSich prispevkov slovenskych autorov déotproblematiky; tato praca ani nema
takyto cid’ a zameranie. Spommme vSak aspovyznamny prinos teoretickych prac J. Brillu,
V. KompiSa, J. Murina, J. a V. Sladeka s pozorulodohlasom v medzinarodnej odbornej
komunite. Cenny prdlad o problematike nelinearnych tloh mozno tha&jpraci [9].



1 Zakladné zdroje pevnostnej nelinearity

Pri inZinierskych pevnostnych analyzach podge) telies sa v&inou stretdvame
s linearnymi dlohami, pri ktorych sa predpoklad& #hedzi vstupnymi a vystupnymi
veli¢inami Ulohy plati linearny wah. Pod vstupnymi velinami treba rozumig silové
a deformané okrajové podmienky, ktoré spolu s objemovymarsil predstavuju zazenie
telesa. Vystupnymi vealinami su Wadané hodnoty posunuti, pretvoreni a napati telesa.
Linearizacia ulohy je samozrejmecité aproximacia, pretoZze realna deformacia telasly v
prindSa do wahu vstupnych a vystupnych ugh nelinearne zlozky; ich vplyv vSak pri
mnohych Ulohach je za ditych podmienok zanedbdtee maly a linearizacia je nielen
pripustnda, ale aj vyhodna, pretoZe linearna uloharieSi podstatne jednoduchSie ako
nelinearna.

Pozrime sa teraz na skupiny uloh, pri ktorgaHinearnos porusuje a vSimnime si hlavne
pricinu, ktora nelinearnasvyvolala. Vyuzijeme na to niekko jednoduchych prikladov,
ktoré ndm posluzia ako pomdcka pri klasifikaciiine&rnych uloh i pri vysvetleni niektorych
zakladnych pojmov z tejto oblasti. Priklady su zémdak zjednoduSené, aby ich bolo mozné
analyticky riedf a aby tak boli schopné nazorne reprezentpvesluSnu formu nelinearity.

1.1 Geometricka nelinearita

Na obr. 1.1 sme znazornili rovhovaznu polohu tuhdbebmotného nosnika tagZeného
silou F. Rotacii nosnika v otmom Kbe brani pruzina s rataou tuhogou k. Momentovéa
podmienka rovnovahy k ataému bodu

Flcosg = kp (1.2)
ukazuje, Ze medzi Fazujucou silou a uhlom rotacie nosnika je neling&arah, spésobeny
vel’kou zmenou geometrie nosnika pria@govani. Takato forma nelinearity sa préssto

nazyva geometrickou nelinearitouPri malom uhle nat@nia nosnikacosp~1 a z
dostaneme linearnu zavisto$ = ky /1. Kvbli porovnaniu sme obe zavislosti znazornili v
obr. 1.2. Z obrazku vyplyva, Zze pre malé uhly jeeéirny predpoklad opravneny, ale pri

vacSich uhloch nepripustny. VSimnime si tiez, Ze smeelpokladali nemenny smer sily Jas
za’azovania. Takato sila patri do kategorie konzervativnych sil

P Referencna konfiguracia

Aktualna konfiguracia

»

Obrézok 1.1 Tuhy nosnik s W&ou rot4ciou a posunutim



Casto sa na riedenie nelinearnych UGloh vyuZivaju teadrie druhého raduPri takomto
postupe sa nelinearne funkcie rozvinu do radupekio sa potom pri rieSeni pouziju len prvé

0 . ’ . f\2 . -\ 7
dva ¢leny. V uvedenom priklade mozeme vytu&proximéaciu cosy ~1—=- na priblizné
rieSenie Ulohy. Dostdvametigh

1(1-%)
V obr. 1.2 vidig, Ze takéto rieSenie do daikeho uhla poskytuje vyhovujuce vysledky, pri
vysokom stupni nelinearity sa vSak tiez méze vyedz$t’ od presneho rieSenia.

Pomocou analogickych obrazkov ako je obr. 1.2¢asato charakterizuji nelinearne
pevnostné ulohy. To znamena, Ze sa na telese ygtypad a nakresli sa zavisfogho
zovSeobecneného posunutia (posunutie, respéara) od velliny charakterizujicej zmenu
za&azenia —¢im dostaneme tzvrovnovaznu cestw za'azovaciom diagrame ulohy.
S vyznamnymi bodmi rovnovéaznej cesty sdalSom texte eSte stretneme, v obr. 1.2 sme
vyzn&ili bod referer’nej konfiguracietelesa, ktorowasto byva stav, ki teleso nie je
za’azené.

4
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Fl/k N /
__  Exaktny vypocet ,
/
3 - Teoria 2. radu /
/
Linearny vypodet )
//
/
2 Rovnovéazna cesta 7
\ D /
1 L Referencnd konfiguracia g
0 10 20 30 40 50 60 70

Uhol ¢ v stuptioch

Obrazok 1.2 Zavislog’ uhla natéenia nosnika na £azujucej sile

Podobne ako tuhy nosnik s pruzinou by séiadiska zavislosti zZazujlucej sily a posunuti
jeho bodov choval pri W&ych posunutiach a rotaciach aj pruzny nosnik grtukiotknutim.
V takomto pripade by vSak k nelinearnej zavislgsispieval aj vfah medzi posunutim
a pretvorenim (deformaciou) nosnika a analytick§adrgnie tejto zavislosti by bolo
zlozitejSie.

Numerické rieSenie nelinearnych uloh zneprijaja aj fakt, Ze jednozgaog’ rieSenia nie
je vzdy zardena. Ak napr. tuhy nosnik z predchadzajuceho mhiklewazime silou- pod’a
obr. 1.3, potom pre jeho vychylenu rovnovaznu polphati rovnica

k¢ = Flsing (1.3)



Obrazok 1.3

ktord pre uholp ma viac rieSeni. Trivialne rieSenie je= 0, ktoré teoreticky plati pre
ubovd’nu hodnotu silyF a fyzikalne reprezentuje namahanie pruta na takF[ / k> 1
(l¢|>|sing|) dostavame dveralsie symetrické geometricky nelinedrne rieSentar.(d.4),

ktoré predstavuju dva mozné odklony pruta od zkislémeru. Pre=[ / k> 1 existuju teda tri

rozdielne rieSenia a rieSenie problému nie je jedamé. Bod, v ktorom sa tz\primarna
zaraZzovacia cestaozdd’uje na dve alebo viaceré vetvy (v naSom pripad@&nimstav pre
sing - ¢, ¢ - 0), sa nazyvabod vetvenia(bod bifurkacie). Jeho najdenim Badanim
odpovede na otazku, ktord z moznych vetvi si vygbéyrikalny systém, sa zaobera tedria
stability. V tomto pripade sa d& ukézde pre Fl/ k> 1 je trivillne rieSeniec¢{arkovana

zvisla ciara v obr. 1.4) nestabilné. Fyzikalne to znamemay tomto stave stalubovd’ne

mala b@na sila, alebo mala geometrickd imperfekcia systéany prat preSiel do ingj
rovnovaznej polohy. Tikeny prut s malou @mou tuhosou sa teda za &itych okolnosti
moéze dostd do nestabilného stavu,éBn sa blizSie zozndmime dasti 10 pri analyze
linearizovanej straty stability.

2 —
Fl/k \

Sekundarna cesta

N

" / Bod vetvenia

Primarna cesta

1.5 ¢t N

- 120 - 60 0 60 120
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Obrazok 1.4



V predchadzajucich prikladoch sme uvaZovali dokerahé teleso, ktoré pri taZovani
menilo svoju polohu ako tuhy celok. Pritadovani telesa z poddajného materialu dochadza
vSak k takym posunutiam bodov, Ze sa menia aj Ejomné vzdialenosti a hovorime, Ze sa
teleso deformuje. Mierou deformécie v okoli matexiého bodu telesa je tenzor deformacie
a jeho zolkiadnenie vnasa do nelinearnej pevnostnej tlohy kietaplikacie:

» v pripade vekych deformacii vzah medzi posunutim a deforméciou je zdrojdaiSej
nelinearity

» deformacie v telese vyvolavaju vnutorné sily (nagjatvztahy medzi deformaciami
a napatiami (tzv. konstitutivne, resp. fyzikalne'atzy), mézu by tiez zdrojom dalSej
nelinearity

UvaZzujme prut z poddajného materialu upevneny tazamy potla obr. 1.5, ktory
v nez&azenom stave ma prierezovu plockuPrut je zéazeny silour a upevnenie je také,
Ze prut ma len jeden stupeol'nosti — zvislé posunutie pésobiska silyktorého zavislosod
za’azujucej sily chceme &it’. Kvoli zjednoduSeniu tlohy budeme predpokigdaeh je malé
oproti a, takZze aj pri relativne Vkych posunutiach a rotaciach prata, ktoré uz &yjiin
linearizaciu Ulohy, budi este deformécie pritadienie alebo skratenie) malé a budeme
moa’ zavies | = I .

F

Obréazok 1.5

Prat sa dinkom sily posunie ziarkovanej polohy do rovnovaznej polohy vyZeaej
plnou ciarou, kedy viom pdsobi vnatornd osova siM Zo silovej podmienky rovnovahy
posobiska sily v zvislom smere vyplyva

Nsing=F _ NITU- g | pIHU

= F (1.4)

kde priblizny vZah vyplyva z uvedeného predpokladu maléhtetacného sklonu pruta.

Vychodiskom pre uenie potrebnej druhej rovnice je defokma podmienka. VAadom
na upevnenie prata sa prut musi ptado hodnotu

al =1 -1y = (h +u)? +a? -yh?+a? (1.5)

treba vSak eSte ndjs/ztah medzi touto deforndaou veltinou a silouN. Celkové osove

predZenie prataal nie je objektivnou mierou pre tentotah, pretoze zavisi odiky pruta.

Zavadza sa preto pomerné digmhie (pomerna osova deformacia), ktoré zvolimexet
_al _ 1=l

= (1.6)
I0 I0

Pri danej deformacie vnutorna osova sila zavisi eSte aj od prierezplaghy prata, a preto

ju vztahujeme na jednotku aktualnej plochy vo forme okovéapatia pruta. Pretoze ide



0 ulohu s malymi deformaciami pruta, pouzijeme ahiSenieS = S;a plati
=N 1.7)
S

Vztah medzi deformaciod a napatimo, tzv. fyzikalna (konstitutivna) rovnica, zavisi od
materialu prata a méze byelinearny. Typickym prikladom je tato zavislgsre océ za
medzou sklzu, ale existuju aj pruzné materialy Imeérnou zavisla®u napétia na
deformacii. Pretoze sa zdtiaaoberame len geometrickymi nelinearitami, nebueleniklad
komplikova’ fyzikalnou nelineartou a budeme predpoktadae prat je vyrobeny z pruzného
materialu s linearnymi fyzikalnymi vlastnizsmi poda Hookeovho wahu

g:i:i (18)

Ev EoS
kde predpokladame, Ze&atocny modul pruznosti materialu priE sa p@as zdazovania
nemeni.

Zo vzahov (1.4) az (1.8) uz mbézeme vyjaddavislog posunutia pdsobiska sily od
zaaZzenia v tvare

an)'_lo(m U= F (1.9)

|2

0

Napriek jednoduchosti ulohy izavedenych zjednoduSerozpisanom tvare dostavame
pomerne zlozita nelinearnu zavisfggosunutia na Zazeni

JhtupR+a P+ &
h? + a?

EoS (M-u=F (1.10)
Ako sme uz uviedli, ak su deformacie, posunutiatacie malé £[1 1, ¢ ~ ;) mdézeme

tlohu linearizovg, t.j. priblizne vyried so zanedbafeou chybou. V predchadzajucom
priklade by sme potom z rovnice (1.4) priamo dostalitornu silu v prate

N sing,= F =FTIO (1.11)
pre ktord z Hookeovho zakona fad1.8) tiez plati
A
N=ESe= &S (1.12)

PredZenie pruta sa v tomto pripadeiuak, Ze v obr. 1.5, ktory teraz predstavuje roximu
polohu pruta vo vikom zv&Seni, sa urobi kolmica na koncovy bod pévodnej ipploruta
(rozdiel medzi obldéikom a kolmicou je pri malej rotacii prata zanedia) a dostaneme

a =using, = ulD (2.13)
0
Z predchadzajucich troch rovnic dostaneme lineaawislos posunutia od z@Zujucej sily

h2
EeS—5 u= F (1.14)
lo
Porovnanie oboch formulacii vedie k vSeobecne phatn zaveru, Ze pri linearnej ulohe sa
zanedbavaju vSetky zmeny geometrie telesa, ktoréviegli k nelinearnej zavislosti

vnutornych sil (v naSom priklad® na posunutiach (v naSom priklage

Vztahy (1.10) a (1.14) sme pre plocht konstruktjer @000 mmh = 50 mm, E, = 200000



MPa, S = 800 mnf) nakreslili v obr. 1.6, v ktorom vidie Ze zoltiadnenie posunutia a rotacie
pruata v rovnici rovnovahy sposobuje odklon od lmefo rieSenia, ktory sa pri ulohach
s va’kymi posunutiami a Mékymi rotaciami telesa neméze zanegiba

F [N]
5000
Nelinearny vypocet

4000

3000

2000 -
1000 T [:;r;eémy vypocet

10 20 30 go ¥ Ll

Obrazok 1.6 Grafické znazornenie zavislosti’aaenia a posunutia pésobiska sily pre prut
naobr. 1.5

Ak otaiime zmysel silyF a zaaZzime prut na tlak, objavime za pomoci rovnice (L.1
dalSi Ukaz spojeny s geometrickou nelinearitgochych pratovych, nosnikovych
a Skrupinovych konstrukcii — tzprevalenie(obr. 1.7). Je to v podstate nahly, razovy prechod
Z jednej rovnovaznej polohy do inej spojeny s dyickgmi sprievodnymi javmi a oligjne
aj so stratou funinosti konstrukcie, prip. jej deStrukciou.

. . , -400
Posunutie pri prevaleni

<<
<

/ Bod novej rovnovéhy Kriticky bod

-600

Obrazok 1.7 Krivka z&aZenie/posunutie pri tlakovom namahani prata

V pripade malych pomernych pigeni pruta, je vyhodné do rovnic (1.4) az (1.8)iesiv
aproximaciu (tzv. Greenovo pomerné fihie £ )

2 42 2
-1, 117 -1 1(u) hu
€= €= 57| T2
lo 2 L 2\h) h (1.15)




za pomoci ktorej sa (1.10) zjednodusSi na

%?(u3+3hu2+2h2u): F (1.16)
0

Pre malé deformécie=(J 1) je aproximacia (1.15) opravnend, pretoze jednbdudipravou
dostavame

- - + 2_12 242
I=lg _(I=lo)(+1o) _ 1243 |2 sl (1.17)
lo Lol +1o) 1ol oA 4 o 15(2+¢)
Pre uvedenyiselny priklad su rozdiely v hodnotach vyftanych zo véahov (1.16) a (1.10)

su tak malé, Ze ich grafické zobrazenia v obrazknéha 1.7 su pri danej mierke obrazkov
nerozoznaténé.

1.2 Fyzikélna nelinearita

Pri prikladoch geometricky nelinearnych uloh uvegénvcasti 1.1 sme predpokladali, Ze
vzt'ahy medzi zlozkami deforméacie a zloZkami napatidirarne. Pravda, tento predpoklad
pre mnohé materialy kiuneplati, alebo plati len zaditych predpokladov (napr. len pre malé
deformacie). Ako jednoduchy priklad m6zeme u¥iighanie gumového pasu, ktorého tuhos
sa so zv&ovanim natiahnutia zv8uje (nelinearna elasticita), alelfah ocdéovej tye za
medzou sklzu (pruzne plasticka deformacia) a i.

Fyzikalna nelinearita vznikajuca pri lokalmpdastizacii telesa sa da ilustraviaa priklade
znazornenom v obr. 1.8. Tri pruty s rovnakymihatmi modulu pruZnosti tahuE a prie-

O' A
@)
@ F O-Ki
©)
- l »
=
Obréazok.8 Obrazok 1.9

rezmiSsu cez dokonale tuhGi doskahané silolr. Pruty su vyrobené z ideélne plastického
materialu (obr. 1.9) a maju rozdielnu medzu sklzialwuoy,, i = 1, 2, 3, pdom plati gy;<
Ox,<0y5. Pri zaazovani v elastickej oblasti sa systém chova akdipa s tuha®u k

a zavislos sily F na posunutu je
F=ku= 3I£S u
Akonahle napétie v pruté. 1 dosiahne medzu sklza,,, tento prat uz nie je schopny
prenasa prirastok zéazenia a tuhassystému sa znizi nly =2ES /|, pri plastickom t&eni
pratac.2 sa tuhosop& zmensi na hodnotl, = ES /| a po splastizovani aj posledného pruta
sa pri hodnote sily
Fe = S(0y1 + 0+ 0ycq)



vycerpa celkovd unosntssystému. V celkovom rozsahutadovania je zavislagssily od
posunutia multilinearna (obr. 1.10).

Fa

Vycerpana Ginosnost’ systému

Splastizovany prut €. 2

Splastizovany prat €. 1

Elasticka oblast’

\ 4

Obrazok 1.10

Analogicky by sa pratovy systém spraval ajrippde rovnakej medze sklzu vSetkych
prutov, ale pri ich nerovhomernomtadovani. Takyto pripad nastava pri vSeobecnometeles
v ktorom sa najprv dosiahne medza sklzu v najvaeiaznej lokalite, tam sa tuhbshaterialu
znizi (materiadl so spevnenim), alebo material @ jaischopny prijimaprirastok zéazenia
(idealne plasticky material), plasticka zona sa 80 okolitych casti telesa a zavislds
charakteristického posunutia od’aaenia vykazuje plynult nelinearnu krivku.

Pruzne-plastické #azovanie je jedna z forienfyzikalnej nelinearity ktora méze, ale aj
nemusi by, kombinovana s inymi formami nelinearity.

1.3 Nelinearita vyvolana okrajovymi podmienkami

Pri rieSeni pevnostnej ulohy sktii@ zaaZzenie a upevnenie telesa nahradzujeme
idealizovanymi silami a vazbami, ktorychl@ musi zartova’ dostaténe presnd simulaciu
realnych okrajovych podmienok. V skdtmsti z&aZenia i upevnenia telegasto predstavuju
acinky inych telies, ktoré su v kontakte s vySetrograntelesom a ich deformiaé (tuhostné)
vlastnosti ovplyviuju za&'aZenie vySetrovaného telesa tak, Ze okrajové potkyieembzeme
idealizova, ani ich povazouwaza zname a konStantnécps zdazovania.

Napr. stykova ploSka pneumatiky a podloZkypsazmene zéaZzenia meni a ovplywije
stykovy tlak. Ak dvakrat zw&ime zé@aZenie pneumatiky, neda sa powtdee sa dvakrat
Zv&Si stykovy tlak, pretoZe sa zardve nezndmu hodnotu z8& stykova plochaio o ukitu
hodnotu znizi stykovy tlak oproti linearnecanej hodnote. Tato zaviskbge nelinearna,
ovplyviwuju ju tuhostné a materialové vlastnosti obdebkti a treba ju zaratlido kategorie
kontaktnych dlohpri ktorych zdrojom nelinearity si zmeny okrajollypodmienok peas
za’azovania.

Ovplyvnenie zi@aZovace] cesty telesa zmenou okrajovych podmienokZznm
dokumentové na jednoduchej ulohe znazornenej v obr. 1.11. Bmitodulom pruzZnosti
v tahu/tlakuE a prierezomsS je v bodeA za&’azeny silouF. Koncovy bodB je od dokonale
tuhej steny vzdialeny o mali hodnaduPokid je deformacia pruta taka, Ze mu stena nebrani
v pohybe, prut sa sprava ako pruzina s ttbog&S/la plati

F:kuA:EI—SuA UB:UASJ

Po kontakte s tuhou stenou sa posunutie bodu B\dast prat v tomto mieste & pbsohi



reakcia a tuhaspruta sa zmeni (v tomto pripade na dvojnasobdk;Fsipri posunuti bodu
A musi teraz eSte aj stid@ usek AB, ktory ma rovnaku tuhbsko tahany usek pruta). Pre

zavislos' sily a posunutia bodu A potom plati

F:kuA=2|—ESuA u,>d

Této zavislog v celom rozsahu raZovania teda nie je linearna (obr. 1.12), v prpad
zlozitejSich uloh op& dostavame spojiti nelinearnutadovaciu drahu vyplyvajucu zo
spojitej zmeny rovnice rovnovahy, resp. rovnic rwéhy takejto ulohy.

ot
el N
A F B
B l l 5
o uy
Obrazak11 Obrazok 1.12

V predchadzajucicltastiach sme poukazali na hlavné zdroje neline&tdré sa pri
realnych pevnostnych dlohach mézZzu objatowa rozlicnych kombinacidch. Analytické
rieSenie takychto uloh, t. . ndjdenie nelinearhajkénej zavislosti Kadanych veliin od
vstupnych hodnét, je mozné len pri jednoduchycthdbh. V nasledujlcejasti vyuzZijeme
takéto ulohy eSte na vysvetlenie numerického @te¥ho) postupu rieSenia nelinearnych
loh, ktorého princip sa uphatje aj v MKP pri rieSeni zlozitejSich dloh.



2 Numerické (itera¢né) rieSenie nelinearnych rovnic

Formulacia nelinearnej pevnostnej ulohy v MKP vedasustavu nelinearnych rovnic
ktorej nezname predstavujiselné hodnoty zloZiek zovSeobecnenych posunwgi@stneni,
natateni) uzlovych bodov vypového modelu ulohy. Rovnice sustavy, rovnako akio p
linearnej ulohe [10], predstavuju silové (pri egistii rot&nych stugov volnosti aj
momentové) rovnice rovnovahy uzlovych bodov Wtpeého modelu telesa pre danud
hodnotu zéazenia a ich p&t je rovny celkovému gtu stugiov vo'nosti modelu. Na
rieSenie sustavy nelinearnych rovnic sa v progréinm&P vyuZivaju algoritmy vo forme
naprogramovanychiesSicov (solvers, ktoré vychadzaju zo zakladnych matematickychoahet
rieSenia takychto Uloh [11]. N&jstejSie vyuzivaju itetay postup vychadzajuci z principu
Newton-Raphsonovej metddy, pomocou ktorej si tggapomenieme zakladné pojmy z
oblasti numerického rieSenia nelinearnych rovnie, Specialnym zameranim na rovnice
pevnostnych dloh.

Yaneyd

Vra&'me sa k jednorozmernej Ulohe na obr. 1.5 d'meopre prugiselné hodnotyEg =
200 000 MPa, & = 800 mm, lop = 2000 mm,h = 50 mm. Dosadenim tychto hodnét do
rovnice (1.16) dostanemetiah medzi koncovym posunutim pruta dazaljucou silou

0,01(u3+ 1502 + 5000)= F (2.1)

Funkénu zavislos veli¢in v tomto vZahu sme pomocou programMiathematica[12] pre
kladné hodnoty z&@zujucej silyF (aby sme sa vyhli nestabilite tlohy pri tlakovom’azeni)
graficky znazornili na obr. 2.1.

Flu_] =0.01 (u?+150u? + 5000 u) ;

Print["F(u)= ", F[u]];

Plot[F[u], {u, -0, 60}, AxesLabel » {"u", "F"},
PlotStyle » {Thickness[0.003]}];

F(u)= 0.01 (5000 u+150u?+u?)
F

10000¢
8000+
60007
4000¢

2000¢

10 20 30 40 50 60

Obrazok 2.1

Poki@ mienime Hada pre ugitd hodnotu sily posunutie itetae, je kvoli kontrole
iteratného procesu vyhodné zapisavnicu rovnovahy (2.1) v tvare

R(u) =001+ 1507 + 5000) - F= (2.2)

kde R(u)sa nazyvanerovnovazna silapretoZe rovnica rovnovahy pruta (2.1) je spiniema



vtedy, kel’ sa tato sila rovné nule. Ak napr. zvolime $ile 4000 N, nerovnovézna sila bude

R(u) =001 ¢ + 150/ + 5000) - 400 (2.3)

Grafické znazornenie tejto funkcie na obr. 2.2 wi@zZe posunutie pruta pri sife= 4000 N
sa nachédza v okoli hodnaty= 35 mm.

F =4000;

R[u_] =0.01 (u®+150u? + 5000 u) - F;

Plot[{R[u]}, {u, 0, 80}, AxesLabel » {"u", "R(u)"},
PlotPoints » 100, PlotStyle » {Thickness[0.003]},
Ticks » {Automatic, {-4000, 5000, 10000, 15000}}];

R(u)
15000
10000
R') =0
5000
20
-4000
Obrazok 2.2

Princip Newton-Raphsonovej metddy sa na raveigednou neznamou da vysveétli
jednoducho. Zvime z&iatocnu hodnotu posunutiau, a vyjadrime nerovnovaznu silu

R(y). V tomto bode (obr. 2.2) urobme datycu ku krivke (da sa to naztdinearizaciou
funkcie R(u) v okoli tohto bodu), ktora nam vyztiaposunutieu; na osiu, ako prvé
priblizenie k rieseniw”. Posunutiey; sa dd’ahko utit, pretoze, ako vidiez obrazku, plati

a0 =8]8

- R(w)
? dR(1)/ du

a z toho

1
Opakovanie tohoto postupu s hodnotay a d'alSimi je zakladom pre potrebny itény
algoritmus.

Pri Newton-Rapsonove] metdéde sa Kor&ieSenie) jednorozmernej rovnovnovaznej
rovnice lada teda takto:

1. Vypciita sa gradient funkci®(u), tzv.tangencialna tuhas



dR
Kr(u)=— 2.4
r(U) =1, (2.4)
2. Zvoli sa z&iatocné posunutiely

3. V cykle odi = 0 aZz po zvolend hodnotu maximaleho pripustnélitugteraciiimax sa

a) pcaita nasledujuca hodnota posunutia

_ R(y)
Kr (u;)

b) absolitna hodnota nerovnovazne;j s}ﬂ§1+1| =‘ R( L-,I+1)‘ sa porovnava s predpisanou

U =Yy (2-5)

toleranciouR, a vykonavaju sa rozhodovacie kroky
« ak |R,y| = Ry, cha nabod 3, ak nie, uksirieSenie
* ak i>imax, ukorti riesenie

Priklad 2.1

Pre prat upevneny a taZeny potla obr. 2.3 vypditajte Newton-Raphsonovou metédou zvislé
posunutie koncového bodu prita so zvolenou pripustnou chybou rieSeflg, = 1 N, kel’ je dané:
F = 4000 N,lo, = 2000 mm, h = 50 mm,E 200 000 MPa, &= 800 mm.

i

Obrazok 2.3

Vztah medzi posunutim koncového bodu pruta @azavacou silou vo forme nerovnovaznej sily
udava rovnica (2.3)

R(u) =001 & + 150 + 5000) - 400

Tangencialna tuhdsprata je Ky (u) = j—R = 0,01( A’ + 30+ 500))
u

Prvy krok itera éného rieSenia(i = 0):

Zvolme z&iatocné posunutie ¢~ 0

R(0)
K+ (0)
Absolutna hodnota nerovnovaznej sily pri tejto hmdrposunutia pda (2.3) je| R1| = 14720 N

:O—iooz 80 mm
50

Prva hodnota posunutia j§ = Uy —

Druhy krok (i =1):



R(80
Opravena hodnota posunutiaye = U; — ( ) = 80—14720: 49,46 mn
K+ (80) 482
Nerovnovazna sila jfR,| =3352.5 N
Treti krok (i =2)
R(49,46
Opravena hodnota posunutialg = U, ——( ) = 49,46——3352 o3 37,12 mn
K+ (49,46) 27177

Nerovnovazna sila poklesla rf#;| =435,28 N

Na vypaet hodnét vdalSich krokoch vyuZijeme program uvedeny na ob4, Rde su zarowe
uvedené aj vyptané hodnoty prikladu @alSich krokoch. Graficka ilustracia itéreého postupu
rieSenia Ulohy je zndzornena na obr. 2.5.

NR[F_, uzac_, imax , tol_] :=

Module[{},
rfu_]=0.01% (ur3+150*u*2+5000%u) -F;
i=0;

u0 = uzac;

Print[" u0 = ", u0, ", r0O = ", r[ul0]];
ul =u0;

While[i < imax && tol < Abs[r[ul]],

ul =ul;

ul =u0 -r[ul0] /xr'[ul];

i=1+1;

Print[" i = ", i, ", u(i) = ",

PaddedForm[ul, {6, 4}], ", r(i) = ", PaddedForm [r[ul], {9, 4}]11]:

1:]

NR[4000, 0, 7, 1];

u0d = 0, r0 = -4000

i =1, u(i) = 80.0000, r(i) = 14720.0000

i =2, u(i) = 49.4606, r(i) = 3352.5311

i =3, u(i) = 37.1248, r(i) = 435.2826

i =4, u(i) = 34.9776, r(i) = 11.9515

i =5, u(i) = 34.9152, r(i) = 0.0099
Obrazok 2.4

Z vysledku iteracie je vidie Ze dostaténe presnym rieSenim rovnice (2.1) je posunutiednbtou
Up = 34,92 mm.



15000 \
10000 | R(u)
R(1)
5000 |
R(3)
R(2)
0 ‘ ‘ ‘ u
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~4000Y
Obrazok 2.5

Na vSeobecné vyuZivanie metddy je Wito si pripomentl jej matematicky princip:
funkciu r(u) mozno v okoli bodw; aproximova (linearizova) rozkladom do skrateného
Taylorovho radu

df
r(u)=r(u)+ OE;)(U-M) (2.6)
RieSenie rovnice (u) =0 moZzno potom dostgpostupnym itergnym rieSenim rovnice
df
r(ui)+#4|u:o i=012.. 2.7)
U =Y +4u

v rozsahu presnosti stanovenej zvolenou podmieRkoergencie (pravda, konvergencia nie
je zarkena prd’ubovd’ny typ funkcief).

Newton-Raphsonovu metdédu mozno zovSeobesnpre sustavu nelinearnych rovnic s
viacerymi neznamymi. V takejto Uprave sa Standaxgneiva v MKP, pretoZe aplikacia tejto
metody na nelinearnu pevnostnd ulohu vedie na wigi@kychto rovnic. Neznamymi su
zovSeobecnené posunutia uzlovych bodov ¥paho modelu telesa usporiadané vo vektore

u= [ul,u2 U .. ,l,l,]T .V maticovom zapise sustava rovnic rovnovahy &etaa tvar
r(u)=q(u)-f=0 (2.8)

kdef je znamy vektor vonkajSich uzlovych sil telesm(a) je vektor vnutornych uzlovych sil

vypoctového modelu MKP vypoitany z napati v koaych prvkoch obsahujuci nelinearne
funkcie neznamychu; rovnice (2.8) vlastne vyjadruju to, Ze telesovjeovnovahe, k& v
kazdom uzle sa vnutorné uzloveé sily rovnaju vorikajgzlovym silam (v uzle bez vonkajSich
sil s samotné vnatorné uzlové sily v rovnovahe@mecou MKP vytvorime systém (2.8) a
potom vychadzajuc zo zvolenyché¢mtocnych hodnbtu =u, itera&ne upravujeme posunutia
u tak, aby nerovnovazne sily vo vektargoklesli na dostatme malé hodnoty pdid ukitej
predpisanej podmienky konvergencie.

Newton-Raphsonova metdéda pre systém nelinearnyehiaa(u) = 0, analogicky s
jednorozmernym pripadom, sfiea v linearizovani zlozZiek vektorovej funkcie [13]



()= [/ @) fwu)... fw)]

pomocou ich prvého diferencidlu a v zamene nelm&#@ systému rovnic linearnym
systémom pre opravu argumentd . RieSenim tohoto linearneho systému dostavame novu
iteraciu u + du priblizného rieSenia. Opakovanim tohoto postugderae priblizni hodnotu
rieSeniau s pozadovanou toleranciouddpre u alebor.

Linearizovanim systénmgu ) = 0 v okoli z&iatocnej aproximacie dostavame

rofu)=rfug) 2 -u,)

ou
Prva aproximaciw, hradame tak, aby, (ul) =0. Potom plati
or
%(uo)(ul—uo):—r(u o (2.9)

Po zvoleni z&atocnych (vychodzich) hodndt posunutj predstavuje (2.9) linearny systém
rovnic s neznamym vektoromu, =u,; —u,. Ak matica tohoto systému je regularna potom

jeho rieSenie je
-1
Aug =~ [Ky (uy)] r(up)
s tzv. tangencialnou maticou tuhosti telesa (Jdobiaticou)

OR,/ou; OR//ou, ... OR//du,

K _or _|OR/0u; IR, [u, ... IR,/du,
e . . . .
au . . .

OR,/du; OR,/du, ... OR,/du, (2.10)

Hladana aproximacia potom jg =u,+ 4u,. Opakovanim tohoto postupu dostaneméatiz
pre postupnasaproximacii

g =, - (K )] r() 20,1, 2, i 2.11)

Ak tato postupnaskonverguje k rieSeniu sustavy rovnovaznych rogi8), tak sa vypiet
ukortuje podmienkou préu;,; —u; | alebolr,, —x]|.

V pripadoch, k& vonkajSie uzlové silyf v (2.8) nie su zavislé od posunuti, mozno
tangencialnu maticu tuhosti vyjadd vnatornych uzlovych sil a plati

or _0dq
Ki=—=— 2.12
T 7 6u ou ( )

Procedura si, ako vidiez (2.11), vyZaduje v kazdom itéreom kroku inverziu tangencialnej
matice tuhosti teles&p pri ve’kych Ulohach méze Wynarané na strojovytas pditata. Na
druhej strane v takomto pripade je z@na kvadratickd konvergencia itém&ho procesu a
hovorime o Uplnej Newton-Raphsonovej metotidl (N-R methoyl V programoch MKP
mozno obyajne zvolf’ aj tzv. upravenu Newton-Raphsonovu metadodified N-R methgd
kedy sa inverzia tangencialnej matice tuhosti v¢ktem raz — na Zatku iter&ného procesu



a vdalSich iter&nych krokoch sa uz nemeni. Vo vSetkych &ageh krokoch sa teda vyuZziva

-1
matica[KT (uo)] . Iter&ny proces sa urychli, narastie vSakigoiter&nych krokov, pretoze
rychlog’ konvergencie sa zniZi.

Rovnicu (2.11) mozno upravna

-1
AUy =Wy - U, =- [KT(ui” (a;- f) (2.13)
a dalej po vynasobenilava s K;(u;) na tvar v ktorom sa obgjne vyskytuje v

progamovych manuéloch
Ky (ui)Aqu:f_qi (2.14)

Predpokladajme, Ze sa iténé procedura z#éna na nez@mzenom telese. Vtedy sU posunutia
uzlovych bodov nulové ;=0 - Ky =K;,) a pretoze aj napétia su nulovg £0)
z&iatocny iteratny krok sa vykona s linearnou sustavou rovnic

KjinUy =f

Z vypoiitaného linearneho rieSenigsa utia deformacie a napatia v prvkoch, z nigh a
vektor nerovnovaznych uzlovych sdr; =f—q,; prvého iteraného kroku. Vytvori sa aj
tangencialna matica tuhosti pd@lSi iter&ny krok. Podla (2.13) sa potom gdaju opravy
posunuti du;,; a S novymi posunutiami,,; =u; +Au; ., itera&ny proces pokrauje az po
splnenie podmienok konvergencie. V pripade lingaéhehy sa konvergencia dosiahne v
prvom iter&nom kroku.

Priklad 2.2

Aplikacia MKP na rieSenie geometricky nelineérregjjoduchej pratovej sustavy s jedinyni’mgm
uzlovym bodom s tromi staami vd’nosti viedla na sustavu troch uzlovych rovnic roxaity

R(u.b.u)=(0014+50 y+ 15y~ 154Y- 608 0
Ro(u b u) =158 y+(0018+ 50 y+ 154 Y- 808 0
Ro(t b ) =-15¢ u+156 y+( 0018+ 50 y 508

v maticovom z4pise

r(u)=q(u)-f=0
kde vektorf obsahujepravouhlé zloZky vokajSej sily pbésobiacej v tomtoleu Urte Newton-
Raphsonovou metodou zlozky posunutia uzlového hodfu, u, uy|'.

RieSenie ulohy je uvedené v obr. 2.6, kd@asti a) je uvedend zadand sustava rovnic, v
casti b) je uvedeny program na rieSenie ulohy, miSprikaz programu s potrebnymi
vstupnymi parametrami jedasti ¢) a posledné&g’ d) obsahuje itetaml postupnasrieSeni s
vyslednym vektorom nerovnovaznych sil.



Ri[{ul_, u2_, u3_}]=(0.01ul42+50)ul+1.5u242ul—1.5u342ul—600;
R2[{ul_, u2_, u3_}]=1.5ul*2u2+(0.01u2*2+50)u2+1.5u342u2—800;
R3[ful_, u2_, u3_}]=-1.5ul*2u3 +1.5u242u3 +(0.01u3~2+50)u3 — 500;

R[ful_, u2_, u3_}] = {R1[{ul, u2, u3}], R2[{ul, u2, u3}]l, R3[{ul, u2, u3}l};

NewtonRaphson[u0_, tol_, max_] :=
Module[{norma =1, i=0},
[0 = uo;
print[+d = *, 50);
Kp[ful_, uw2_, u3_}] = Transpose[{aul R[{ul, u2, u3}l, dyo R[{ul, u2, u3}l, dy3 R[{ul, u2, u3}]}];
While[And[i < max, norma > tol],
al =10 - (Inverse[KT[ﬁ]]) .'ﬁ[u—O];

Print[llﬁ)lli+1' no= ||' ﬁ]; b

norma=\/(ﬁ_m).(ﬁ_?o);

If[norma< tol, Print["?"i+1, "=, MatrixForm[ﬁ[ﬁ]]]];
o =ui;

i=i+1;]];

w0 ={0., 0., 0.};

NewtonRaphson[ﬁ, 10_3, 30]; C
@y = {0., 0., 0.}

9 = {12., 16., 10.}

Uy = {8.09783, 11.0354, 6.77938}

33 = {5.70581, 8.60238, 4.85192}

Uy = {4.40778, 8.32121, 3.8068}

Ug = {3.8515, 8.92314, 3.32305} d

Tf6 = {3.73247, 9.16435, 3.21805}
Uy = {3.72762, 9.17659, 3.21387}
ﬁ'8 = {3.72761, 9.17661, 3.21386}

—-1.5248%x1079
-1.1477x1072
~1.42938x1079

-
[es)
Il

Obrazok 2.6

Z vysledkov je vidi& Ze iteracia z&dna s nulovymi zlozkami posunutiau{=0), vektor
u,; obsahuje linearne rieSenie a v zavere vektgrudava hodnoty pravouhlych zloziek
posunutia v uzle (v mm), ktoré igpju konvergetni podmienku. Vektorrg obsahuje
hodnoty zloZiek nerovnovaznej sily uzla pri takyehbdnotach posunutia, t. j. hodnoty, ktoré
spinaju podmienku konvergencie.

Principialne takymto spdsobom vyuzivaju Newton-Raptovu metdédu aj programy
MKP, napr. aj program ANSYS [14], ktory budeme jdepraci vyuzivéd na rieSenie

jednoduchych nelinearnych pevnostnych uloh tak, @iydeny postup bol aplikovditey aj
na rieSenie realnych uloh technickej praxe.



