Kontakt telies

Uvod

Kontakt dvoch alebo viacerych telies patri do kategdrie pomerne zlozitych nelinearnych
uloh mechaniky kontinua. Rozpatie tychto uloh je od kontaktu bez trenia s malymi
deformaciami az po kontakt s trenim s velkymi deformaciami a materialovymi nelinearitami.
Formulacia kontaktnych podmienok je sice rovnaka pri vSetkych tychto pripadoch, ale do
prislusnej ulohy vnasa dalsie nelinearity v oblasti styku telies, nehovoriac o algoritmickych

problémoch spojenych s detekciou a nepreniknutelnostou stykovych pléch, ako aj
s nespojitostami pri zohladriovania trecich sil.

Vyznam rieSenia tychto uloh z priemyselného hladiska je znacny; vyplyva z mnozstva
oblasti, kde sa vyZaduje analyza kontaktnych problémov:

e tvdrnenie kovov a plastickych latok

e prevody a dalSie ¢asti strojov a mechanizmov
® spoje v stavebnych konstrukciach

e skrutky, matice

e zaklady

® napravy, spoje v rotoroch atd.

® bariérové testy vozidiel

e odlievanie, nitovanie

e analyza vlastnosti pneumatik, tesneni, lozisk
e elektrické spinace

Pri analyze tejto skaly problémov sa mozno stretnut s problémami charakterizovanymi
jednym typom fyzikalneho pola ako aj so zviazanymi problémami réznych fyzikalnych poli.
Pokial sa obmedzime len na kontaktné ulohy s mechanickym polom premennych, potom
mobzeme Ulohy charakterizovat ako:

e jedno, dvoj a trojrozmerné

linedrne (napr. kontakt dvoch elastickych nosnikov s malymi deformaciami
a posunutiami) a nelinedrne (napr. kontakt pneumatiky s podlozim)

statické alebo nestacionarne (dynamické) pri nizkej alebo vysokej rychlosti zatazenia
® beztrenia alebo s trenim

NajdolezitejSie zviazané ulohy spojené s kontaktom su

e Termo-mechanicky kontakt - je spojeny svyvinom tepla od plastickej deformacie
i trenia. Prikladom je rotacia a brzdenie zataZzenych kolies, mechanické rezanie kovov,
objemové tvarnenie

® Elektro-magneto-mechanicky kontakt, napr. analyza spinaCov a mikro-elektro
mechanickych systémov

® interakcia tekutiny a telesa

V dalSom texte si niektoré zakladné pojmy z oblasti kontaktu telies ozrejmime pomocou
jednoduchych statickych prikladov.



Zakladné pojmy
Ak valcovu pruZinu na obr. 1a zatazime tiazovou silou bodovej hmotnosti m, bremeno sa
posunie o hodnotu u, pre ktorej vypocet plati rovnovazna rovnica
ku—mg=0 (25.1)

Ak je pod bremenom tuha podlozka vo vzdialenosti h, mbéze dést ku kotaktu s podlozkou.
Situdcia sa kontroluje pomocou tzv. medzerovej (penetracnej) funkcie g,(u), pre ktoru sa

predpisuje obmedzenie
g,(u)=h—-u=0 (25.2)

ktoré pri kontakte (u=h) zabranuje penetrdcii telies (t.j. u> h).
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Obr. 1

Pri hmotnosti m, ktord by pruzZinu natiahla o vacSiu hodnotu ako h, déjde ku kotaktu
s podlozkou a vzniku normalovej kontaktnej tlakovej sily N, <O (obr. 1b). Pri konkrétnych

hodnotach m, k, a h, m6zZu teda nastat dva rozdielne pripady

1. Tuhost pruZiny je dostatocne velka, aby zabranila kontaktu bremena s podlozkou. Vtedy
platia podmienky
g,(u)>0 a N.=0 (25.3)
2. Tuhost pruziny je mala, déjde ku kontaktu s tuhou podlozkou a plati
g,u)=0 a N.<O0 (25.4)
Vypocet kontaktnej sily je pri tejto jednoduchej ulohe mozny priamo z podmienky

rovnovahy (25.1)
N.=-mg+kh (25.5)

pricom z podmienky g, (u)=0 vyplyva u=h.



UvaZujme teraz, Ze doslo ku kontaktu a na bremeno p6sobi aj sila F v smere rovhobeznom
s podlozkou (obr. 2a). Rovnovazne rovnice sil podla obr. 2b su
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Obr. 2
N.+mg—kh=0 (25.6)
F-T.=0 (25.7)

Trenie medzi hmotnostou a tuhou podperou treba opisat pomocou trecej konstitutivnej
rovnice tak, aby dostatocne presne vystihovala realnu fyzikdlnu situaciu v mieste kontaktu
oboch telies. Najjednoduchsi a ¢asto vyuzivany model poskytuje Coulombov treci zakon.
Uddva vztah medzi normalovou kontaktnou silou a kontaktnou trecou silou

FIN,T)=[T.|+ 1N, <0 (25.8)

kde u je koeficient statického Smykového trenia. Nerovnost (25.8) poskytuje rozliSenie
medzi statickym a dynamickym trenim v mieste kontaktu. Pre situdcie, kedy dochadza
k statickému treniu plati (pripominme, Ze tlakova sila N, ma zapornd hodnotu)

T|<-uN, = F<-uN, (25.9)
a pre zaciatok dynamického trenia plati

|Tc| = _IUNC - F= _ﬂN

Cc

(25.10)

Pri statickom treni nedojde k tangencialnemu posunu hmotnosti po podlozke (stick state),
pri dynamickom sa hmotny bod posunie v tangencidlnom smere (slip state).

Metody riesenia

Princip a fyzikdlny zaklad metdd vyuzZivanych v MKP na rieSenie kontaktnych uloh mozno
vysvetlit na jednoduchom priklade bodového kontaktu. Priklad vyrieSime pomocou
najCastejsie vyuzivanych metdd:

* metdda Lagrangeovych multiplikatorov (Lagrange multiplier method)
e pokutova metdda (penalty method)



® rozSirena Lagrangeova metdda (augmented Lagrange method)

UvaZujme vypoctovy model MKP jednorozmernej prutovej ulohy s tromi prvkami a piatimi
uzlovymi bodmi vyznaceny na obr. 25.3. Sila F zataZuje prut z linedrneho elastického
materidlu s prierezom S a modulom pruznosti E smerom k dalsiemu nezatazenému pratu
tych istych vlastnosti. Medzi koncovymi bodmi prutov je medzera g. Zadané su tieto
hodnoty: F = 1500 N, ES = 10000 N, L = 400 mm, g = 30 mm. Pomocou MKP treba ur¢it

kontaktnu silu N, a posunutia volnych uzlov
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Obr. 25.3

Celkova potencialna energia vypoctového modelu je [1]
1
I1 :EuTKu—qu (25.11)

kde u je vektor posunuti uzlovych bodov modelu, K je globdlna matica tuhosti a f je
globalny vektor vonkajsich uzlovych sil. Aplikaciou principu minima potencidlnej energie
dIT1/0u=0 na (25.11) dostaneme vyslednu sustavu rovnic

Ku=f (25.12)

Pretoze posunutia uzlov 1 a 5 su nulové, vysledna sustava rovnic po usporiadanom scitani
rozsirenych matic tuhosti prvkov [1] ma tvar

265/L —ES/L 0 fu,| [F
Ku=f — |-ES/L ES/L 0 |u|=|0 (25.13)
0 0 ES/L||u,| |0

Riesenie rovnic dava: u, =0, u, =uy =FL/(ES)=1500-400/10000 =60 mm. Podla tychto
vysledkov vypoctovy model z hladiska kontaktnej terminoldgie vykazuje totalnu penetraciu
uzla 3 do elementu €. 3 bez prenosu kontaktnej sily. Pretoze posunutie u; je vdcsie ako g, v
skutocnosti déjde ku kontaktu oboch telies, ktory treba zohladnit pomocou vhodnej metddy.

Metdda Lagrangeovych multiplikatorov

V klasickej podobe sa tato metdda vyuziva na hladanie minima funkcie viacerych
premennych, pri si¢asnom splneni urcitych obmedzeni. Pri kontaktnych dlohach v. MKP sa
vyuZiva na hfadanie extrémov funkcionalov pri zohladneni obmedzeni (vazieb) vyvolanych
vzajomnym kontaktom telies. VyuZijeme ju teraz pri rieSeni uvedeného prikladu.

Posunutia uzlov 3 a 4 pri kontakte obmezuje deformacna podmienka (pozri obr. 25.3)

ud—ud=g (25.14)



Z tejto podmienky dostaneme medzerovu funkciu, ktora sa pri kontakte a fyzikalne
spravnych hodnotach u; a u, rovna nule (25.4)

g,=9g—u;+u,=0 (25.15)

Splnenie (vynutenie) tejto podmienky (vdazby) mozno dosiahnut tak, Ze ju vynasobime
Lagrangeovym multiplikdtorom

Ag,=A(g—u;+u,) (25.16)

a tento sucin priddme do potencialnej energie (25.11)
«_ 17 T
I =u Ku-u'f+A(g—u;+u,) (25.17)

Z tohto postupu vyplyva, Ze v rovniciach MKP sa ndm okrem neznamych U objavi aj nova
nezndma A s rozmerom sily; je to kontaktna sila N, v stykajucich sa uzloch 3 a 4.

Aplikaciou variacného postupu z podmienky S = 0, dostavame
ouKu-duf +dA(g—u; +u, )+ A(—du; +u, ) =0 (25.18)

a z toho sustavu rovnic zapisanu v maticovom tvare

26S/L —-ES/L 0 0w F
—ES/L ES/L 0 1| u 0

= (25.19)
0 0 ES/L 1|ul| |O

o -1 1 oA |-g

Po dosadeni Ciselnych hodn6t a vyuZiti programu Mathematica dostdvame

A={{50,-25,0,0},
{-251251 01-1}1
{0,0,25,1},
{01-1111 0}};

b={1500,0,0,-30};

particular=LinearSolve[A, Db]
{50,40,10,—250}

s vysledkom
u, = 50 mm
u; = 40 mm
u, = 10 mm
A=N,=-250N

Pravda, vo vSeobecnosti moZno na vypoctovy model telesa s n stupriami volnosti
predpisat m linearne nezavislych diskrétnych deformacnych obmedzeni (vazieb) pre u v
tvare

Bu-v=0 (25.20)



kde B je matica typu mxn a v je zadany vektor. Potom splnenie deformacnych
obmedzeni mdzeme dosiahnut tak, Ze rovnicu (25.20) skaldarne vynasobime vektorom A,
ktory obsahuje m konstant (Lagrangeovych multiplikatorov), a tento sucin pripocitame k
funkcionalu (25.11)

" =%uTKu—qu+AT(Bu—v) (25.21)

Minimalizacie IT* podla U déva
Ku+B'A=f (25.22)

a pretoze musia platit aj podmienky (25.20), dostdvame sustavu rovnic v blokovom

maticovom zapise
;
{K B Hu}z{f} (25.23)
B 0 ||A v

kde vektor u udava posunutia uzlovych bodov so zohladnenymi obmedzeniami a vektor A
obsahuje Lagrangove multiplikatory. Tie v pripade pevnostnej Ulohy predstavuju (uzlové) sily,
vyvolané zadanymi deformacnymi (kontaktnymi) obmedzeniami alebo inak povedané, su to
sily, ktoré zabezpecuju, aby boli dodrzané predpisané vazby (25.20).

Rovnice prikladu (25.19) su Specialnym (jednoduchym) pripadom rovnic (25.23). Pretoze
mame len jednu obmedzujucu rovnicu (jednu deformacnd podmienku), vektory A,avV i
matica 0 su jedno&lenné a matica B je riadkova.

Pokutova metoda

Skor ako ukazeme zdkladné vztahy vyuzivané pri pokutovej metdde, je uZitoény vytvorit si
predstavu o fyzikdlnom principe tejto metdédy. Mbze na to poslizit priklad 25.1 z
predchadzajucej casti, pre ktory nech platia rovnice bez kontaktu (25.13). Pri tychto
rovniciach, ako sme uz uviedli, dochadza k totalnej penetracii uzla 3 do prvku 3. UvaZzujme
teraz, Ze sme medzi uzly 3 a 4 vlozili fiktivnu linedrnu “pruzinou” s tuhostou o (medzerovy
koneény prvok s normalovou tuhostou « ), ktord zabrafiuje tejto penetracii tym viac, ¢im je
jej tuhost vacsia.

Uvedeny do6sledok sa pri rieSeni uvedeného prikladu dosiahne tak, Ze k energetickému
potencialu (25.11) sa pripoji energia, ktord takato pruzina vykazuje na na penetracnom
posunuti (na nesplneni podmienky gy =g—u;+u,=0), kde tuhost a vystupuje ako
pokutovy parameter

o :%UTKu—qu +%0{(g—u3 +u, ) (25.24)

Aplikdciou variacného postupu na minimalizaciu (25.24), t.j. z podmienky 5H**=O,
dostavame

Ku—f+a(g—u;+u,)(-du; +6u,) =0 (25.25)

Posledny ¢len v (25.25) posunuti doda do sustavy rovnic bez kontaktu (25.13) dve dalSie
rovnice (vystriedanim jenotkovych a nulovych hodnét varidcii u; a u, )

auy —au, = og
—auy +ou, =—o0g



takze vysledna sustava rovnic prikladu v maticovom tvare podla pokutovej metddy je

2ES/L  -ES/L 0 u, F
—ES/L ES/lL+« - u; |=| ag (25.26)
0 - ES/l+al|lu, | |—og

Ako vidiet, pri tejto metdde do sustavy rovnic pre uréenie uzlovych posunuti nepribudla
Ziadna nova neznama, co je zakladna vyhoda oproti metéde Lagrangeovych multiplikatorov.
Urcita vyhoda je aj to, Ze sa pri nej nezvacsuje Sirka nenulového pasu globalnej matice
tuhosti K.

Zvolme tuhost pruziny (mala by byt vyrazne vacsia ako tuhost pratov), o =100000 N/mm
a ked' pouZijeme udaje o priklade a dosadime ¢isla do (25.26) dostdvame rovnice

50 -25 0 u 1500
-25 25+10° -10° | u; |=| 10°-30
0 -10° 25+10° |l U] |-10°-30

Vypocet posunuti uzlovych bodov ztychto rovnic (pomocou programu Mathematica)
dava dostatocne presné vysledky pri porovnani z horeuvedenymi exaktnymi vysledkami
dosiahnutymi pomocou metddy Lagrangeovych multiplikatorov:

A={ {501 -251 0} ’
{-25,100025,-100000},
{0,-100000,100025}};

b={1500,100000*30,-100000*30};

particular=LinearSolve[A,b]//N
{50.0008, 40.0017, 9.9991}

Vypocitané posunutia uz zodpovedaju kontaktu oboch telies (penetracia sa znizila na
prijatelnd hodnotu 0,0026 mm a absolutnu hodnotu kontaktnej sily mozno vypoditat napr. z
posunutia u, pravej casti

E.

S 10000
|NC| :Tu4 =

0 9,9991=249,98 N

Presnost vysledkov zavisi od velkosti pokutového parametra «, pri vaésich hodnotach je
vysSia a naopak. Pravda, pri jeho extrémnom zvyseni hrozi nestabilita numerickej vypoctovej
procedury.

Rozsirena Lagrangeova metoda

Metdda v podstate predstavuje iteracnd kombinaciu oboch predchadzajucich metdd.
Energia pokutového ¢lena v potencidli sa doplfiuje energiou Lagrangeovho multiplikatora 1,
kde pruh znamen3, Ze sa pri minimalizacii potencidlu chova ako konstanta (meni sa len v
iteraCnej procedure), takze rovnica (25.25) teraz je

Ku—f+[z+a(g—u3+u4):|(—§u3+§u4)=0 (25.27)



a vysledna sustava rovnic pre rieSenie analyzovanej ulohy rozsirenou Lagrangeovou metédou
je

2ES/L  —ES/L 0 u, F
—ES/L ES/L+a -« u; |=| A+ag (25.28)
0 ~-a  ES/L+a|u,| |-A-ag

Ak v prvom iteraénom kroku zvolime 2_1 =0, dostaneme, ako vidiet, rovnice pokutove;j

metddy (25.26). V dalsich iteracnych krokoch sa potom prislusné cleny na pravej strane

rovnic modifikuju Lagrangeovym multiplikatorom, ktory sa v iteracnej procedire meni podla
vztahu

A=A +a(g,).,, =4 +a(-us+u,+g). (25.29)

Rie$enie rovnic (25.28) s meniacou sa hodnotou A opakuje aZ po spinenie pozadovanych

konvergencénych kritérii. Na ich rieSenie so zvolenou hodnotou @ =1000 N/m (relativne

malou oproti pokutovej metdde) sme vyuZili program Mathematica 5

i=1; lambda=0;9g=30;alfa=1000;
While[i<5,
A={{50,-25,0},
{-25,25+alfa, -alfa},
{0,-alfa,25+alfal};
b={1500, lambda+talfa*g, —~lambda-—

alfa*gi};
c=particular=LinearSolvel[A,Db];
Print["i = ", i]Print["lambda = Nc
= ",lambda//NJ;
Print["u2 = ",c[[1]]//N,"™ u3 =",

cl[[2]11//N," ud =
",c[[3]1//N];
lambda=lambdatalfa* (g-
cll2]1+4cl[[311);
i++]

s vysledkami

i=1

lambda = Nc = 0.

u2 =50.0826 u3 = 40.1653 u4 =9.91736
i=2

lambda = Nc = -247.934

u2 =50.0007 u3 =40.0014 u4 = 9.99932
i=3

lambda = Nc = -249.983

u2 =50.u3 =40.u4 =9.99999

i=4

lambda = Nc¢ = -250.

u2 =50.u3 =40.u4 =10.

ktoré v poslednom itera¢nom kroku uz zodpovedaju exaktnym hodnotam.



Priklad 25.1

RieSte uvedeny instruktaziny priklad (obr. 25.3) pomocou programu Ansys 12.1. V
programe je implicitne nastavené rieSenie rozSirenou Lagrangeovou metédou. Vo volbéach
(Element type options) pre kontaktny prvok mozno zvolit aj iné, horeopisané metddy.

Priklad sa rieSil pomocou tychto prikazov v interaktivnom méde programu:

1. Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Link, 2D spar 1, OK, Close;

2. Real Constants, Add/Edit/Delete, Add, OK, AREA=10, OK, Close;

3. Material Props, Material Models, Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX=1000,
PRXY=0.3, OK, Material, Exit;

4. Modeling, Create, Nodes, In Active CS, X=0, Y=0, Apply, X=400, Y=0, Apply, X=800, Y=0,
Apply, X=830, Y=0, Apply, X=1230, Y=0, OK;

5. Modeling, Create, Elements, Auto Numbered, Thru Nodes, Kliknite uzly 1 a 2, Apply, 2 a 3,
Apply, 4 a 5, OK;

6. Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Contact, 2D pt-to-pt 178, OK, Close;

Real Constants, Add/Edit/Delete, Add, Type2 CONTACT178, OK, FKN=1, OK, Close;

8. Modeling, Create, Elements, Element Attributes, Type=2 CONTACT178, REAL=2, OK, Auto
Numbered, Thru Nodes, Kliknite uzly 3 a 4, OK;

N

1 1 2 2 344 3 5

9. Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Nodes, Kliknite uzol 1 a 5, OK,
All DOF, Vyznacte UX a UY, OK;

10. Solution, Define Loads, Apply, Structural, Force/Moment, On Nodes, Kliknite uzol 2, OK,
Value=1500, OK;

11. Analysis Type, Sol’n Controls, Time=1, Number of substeps=1, Max. no. of substeps=2,
Min. no. of substeps=1, OK;

12. Solution, Curent LS, OK;

13. Vypis posunuti uzlovych bodov

General Postproc, List Results, Nodal Solution, X-Component of displacement, OK;

THE FOLLOWING DEGREE OF FREEDOM RESULTS ARE IN THE GLOBAL COORDINATE SYSTEM

NODE UX
0.0000
50.000
40.000
10.000
0.0000

NN =

14. Vypis sil v prvkoch
Element Table, Define Table, Add, Lab=Sily, By sequence num, SMISC,1, OK, Close, List
Elem Table, Sily, OK;

wxxxx POST1 ELEMENT TABLE LISTING swexxx

STAT CURRENT

ELEM SILY
1 1250.0
2 -250.00
3 -250.00
4 -250.00

15. File, Exit, OK;

Vysledky suhlasia s horeuvedenymi rieSeniami.



Kontakt s trenim

Zakladné pojmy suvisiace s trenim pri kontakte mozno opat vysvetlit na jednoduchom
priklade uzlového kontaktu. Uvazujme sustavu, ktora sa sklada z troch uzlov a dvoch
pruzinovych prvkov s rovnakou tuhostou k (obr. 25.4a). Uzol 1 je tuho upevneny a v uzle ¢. 3
pOsobi tahova sila F, ktora je S -nasobkom sily N. Uzly 2 a 3 s v kontakte s tuhym telesom a
su zatazené normdalovymi kontaktymi silami 2N a N, ktoré kvéli jednoduchosti
rovnovaznych rovnic nech su konstantné. Medzi uzlami a telesom uvazujeme Coulombovo
trenie s koeficientom statického Smykového trenia u .

Pri manipulacii s velkostou vonkajsej zatazujucej sily F = SN pomocou nasobku  mozno
hovorit o troch fazach reakcie tohto systému na zatazenie:

a Kk 2N k N
;u2 :us>
1 - \2 9 3 F=pN
u u
‘ 2N N
K Ol
b & !> k(uz-up) <« T,
«——— F
To=au, T3= oy

Obr. 25.4

1. Uplny prilnuty (sticking) kontakt. To znamena, Ze trenie zabrariuje pohybu oboch uzlov. V
tomto pripade tangencidlne sily medzi uzlami a telesom su reakcie v “upevnenom” uzle.

2. Ciasto¢ne prilnuty a &iastoéne klzny (sliding) kontakt. V ¢asti uzlov (v tomto priklade v
jednom) doéjde k prekiznutiu, pricom reaként silu pri zndamom koeficiente trenia
predstavuje kontaktna trecia sila T, ktorej velkost urcuje Coulombov treci zakon a ostatné
(v tomto priklade jeden) zostanu v stave prilnutia.

3. Uplny klzny kontakt, kedy vo vietkych uzloch dochadza k prekiznutiu a proti pohybu uzlov
pbsobia tangencidlne kontaktné trecie sily (obr. 25.4b).

Pri numerickej analyze kontaktnych uloh s trenim sa vyuZivaju tie isté metddy ako pri
ulohach bez trenia, pravda, trenie do vypoctu vnasa komplikdciu v podobe nespojitosti
posunuti uzlovych bodov. UkaZzeme si to na analyze uvedeného prikladu. Na rozliSenie medzi
prifnutim a prekiznutim uzla vyuzijeme treci zdkon vo forme nerovnosti

T < uN (25.30)

a vyuzZijeme pokutovi metddu. Pri tejto metdde pokutovy parameter a predstavuje tuhost
pruzin, ktoré imituju treci silovy odpor, vzniknuty v mieste styku uzlov s telesom pri zatazeni
systému silou F.

Rovnice rovnovahy uzlov podla obr. 25.4b su
—ku, +k(uy —u,)—au, =0 (25.31)
—k(us—uy)+F—auy; =0 (25.32)



a v maticovom zapise s F = SN

2k+a —k |ju,| | O )5 33
&k k+alu| | AN (25:33)

S pokutovym parametrom =10k dostaneme

1. Uplny prilnuty kontakt. Pokutovd metdda tuto situdciu (u, =u; =0 )vystihuje len
priblizne; posunutia prilnutych uzlov si malé, ale nie nulové. A ako uz vieme, presnost
sa zvysuje so zvacSovanim hodnoty pokutového parametra «.Z (25.33) madme

{ﬂzﬂ{ " } (25.34)
uy | 131k[12

2. Prekiznutie uzla &.3. Teraz tangencidlnu silu v tomto mieste udava treci zékon a pretoze
u, =0, mozno urcit ndsobok sily 3, pri ktorom dojde k tejto situacii

12F 120 131
T.=uN=ou,=a0——=—pN — >— 25.35
374 > T131k 131ﬁ p 120" ( )

Vzhladom na prekiznutie uzla &.3 sa rovnice (25.33) zmenia na

{ij{a ;k}{Zj{(ﬁ_oﬂ)N} (25.36)

a pre posunutia uzlov plati

u —
| N | P (25.37)
uy | 11k|12(B-p)
3. Uplny kizny kontakt. Druhy uzol sa dostane do sklzu, ked bude platit
N 10N
L=ou,=0——(p—u)=——(0—-u)> 2N 25.38
2 2 11K (B-u) 11 (B—u)>p ( )

takze pri ,b’>%,u v oboch uzloch p6sobia zndme tangencialne trecie sily a posunutia
podla nového systému rovnic su

U | N| B-3u
= 25.39
LJ 1k {2,8—4/1} ( )
Problematika formulacie a rieSenia vseobecnej kontaktnej ulohy
pomocou MKP

Formulacia vSeobecnej kontaktnej ulohy predpokladd vzajomny kontakt viacerych telies.
Pri konkrétnom numerickom rieSeni sa telesd postupne spdruju, a preto mozno vzdy ulohu
zredukovat na kontakt dvoch vSeobecnych priestorovych telies. Zakladné kroky numerickej
analyzy takejto ulohy su

1. Formulacia kinematiky pohybu telies

2. Definovanie konstitutivnych (materidlovych) rovnic pre oblast styku telies,
minimalizacia penetracie, vypocet kontaktnych sil.

3. Vytvorenie variacnych rovnic ulohy a ich diskretizaciu s vyuzZitim Specidlnych
kontaktnych koneénych prvkov na rozhrani styku telies



4. Vzhladom na nespojitosti vyplyvajlce z variacnych nerovnosti vytvorenie Specialnych
algoritmov pre numericky vypocet ulohy

VSeobecna formulacia predpokladd geometrické a fyzikdlne nelinearity kontaktujucich
telies, treba ale zdoraznit, Ze aj pri ich absencii je Uloha nelinedrna, pretoze kontaktny tlak v
mieste styku telies sa pri linedrnom néraste zataZzenia meni nelinedrne vzhladom na zmenu
velkosti plochy kontaktu.

Pre potrebu matematickej formulacie vzdialenosti entit telies a medzerovej funkcie sa
obycajne zavadza rozliSenie dvojice kontaktujucich telies, ich sty¢nych ploch a prvkov a tieto
pojmy sa potom objavuju aj v manudloch programov. RozliSuje sa napr. hlavna (master,
target) plocha a podriadena (slave, contact) plocha. V algoritmoch kinematickych vztahov sa
potom pre kazdy bod podriadenej plochy urcuje (v programe pocita) normalova vzdialenost
po hlavnu plochu.

Podmienky kontaktu

Podmienkami kontaktu sa nazyvaju vztahy, ktoré slizZia na kontrolu, ¢ doslo ku kontaktu
bodov hlavnej a podriadenej plochy a charakterizuja pripadny vzniknuty kontakt
sparovanych bodov oboch pléch v normalovom i tangencidlnom smere. Pre normalovy smer
je to podmienka nulovej penetracie a v tangencidlnom smere podmienka pre prekiznutie
bodov v kontakte.

Obrazok 25.5 udava veli¢éiny a parametre pomocou ktorych mozno vyjadrit tieto
podmienky pre dvojrozmerné podriadené teleso v kontakte s dokonale tuhym hlavnym
telesom.

Obr. 25.5 Parametre podmienky bodového kontaktu

Predpokladajme, Ze ak ddjde ku kontaktu, tak bod X(x,y) kontaktnej hranice T, bude v
kontakte s bodom
X, =x.(&) (25.40)

kde & je prirodzend suradnica udavajica polohu tohto (zatial neznameho) partnera bodu

X na hranici tuhého telesa. Jeho ndjdenie je prvy krok v itera¢nej kontaktnej analyze,
pretoZe treba zistit, ¢i oba body uz su v kontakte alebo nie. V matematike sa tato operacia



nazyva ortogonalna projekcia alebo najdenie najblizSieho bodu k bodu X. Pokial by bola
hranica hlavného telesa rovna ¢iara, mozno tento bod uréit explicitne, v pripade vieobecnej
nelinedrnej krivky sa musi urcovat z nelinedrnej rovnice

9(£)=(x-x.(£)) e, (&)=0 (25.41)

kde e, =t/||t|| je je jednotkovy tangencidlny vektor a t=Xx_. =0x_/d¢ je tangencidlny
vektor v bode X, . Rovnica (25.41) sa nazyva podmienka kontaktnej konzistencie a umozriuje

urcit bod X,.

Len ¢o je bod kontaktu zndamy, mozno uz zistit, ¢i doslo ku kontaktu, a to uréenim
vzdialenosti oboch bodov. Si¢asne mozno vyuZitim vzdialenosti X —X_ predpisat podmienku

nepreniknutelnosti vo forme normalovej medzerovej funkcie
T
g,=(x-x.(&)) e,(&)20, xel, (25.42)

kde en(fc) je jednotkovy vektor vonkajsej normaly k hlavnej ploche v bode kontaktu (obr.
25.5).

Pohyb bodu pozdi? hranice tuhého telesa ovplyvriuje trecia sila zavisla od pouZitého
trecieho zakona. V tomto smere ako miera relativneho pohybu kontaktného bodu pozdiz
hranice tuhého telesa sluzi tangencidlna slip funkcia

(& -&) (25.43)

kde horny index n-1 oznaduje oznacuje pre tangencialny vektor t i premennu &, hodnoty z

9: =

predchadzajuceho konvergujiceho prirastkového kroku ¢asu alebo zatazenia.

Kontaktna sila vzajomného pdsobenia telies na hranici kontaktu sa rozklada na normalovu
a tangencidlnu zlozku
f=1e, +te, (25.44)

kde A a t s hodnoty tychto zloZiek. Potom podmienky pre normalovy kontakt st

g,20; 420; g,A=0 (25.45)
kde posledna podmienka vyjadruje fakt, Ze ak je g, >0, potom musi byt 4 =0 a naopak.

Pri urceni podmienky pre tangencidlny kontakt predpokladdme, Ze pre body na
kontaktnej hranici plati Coulombov treci zdkon a u je treci koeficient. Dalej zavedme

bezrozmernu premennu

=L, 21>0 (25.46)
y77}
kde sucin uA vyjadruje velkost trecieho odporu v prislusSnom stykovom bode telies. Pri stave
tangencialneho poSmyknutia stykajucich sa bodov mozno ich relativnu tangencialnu rychlost
vyjadrit z ich rychlostnych vektorov
v=[v,-Vv,] e, (25.47)
a pre stick-slip podmienky plati

7<1; 7<0—>v=0; 7=1->v=#0 (25.48)



Rychlost prekiznutia sa potita ako podiel prirastkového preklzovacieho posunutia a
Casového prirastku. V takejto formulacii potom aj pri statickej analyze s trenim cas nie je
formalnym parametrom ako pri klasickej nelinearnej statickej ulohe.

Podmienky kontaktu na stykovej hranici telies (25.45) a (25.48) mozZno jednoducho
graficky zobrazit (obr. 25.6).

normalové podmienky kontaktu tangencidlne podmienky kontaktu
A A TA
+1 \
kontakt
slip
bez kontaktu v
slip \
\ stick
> -1
&n

Obr. 25.6 Grafické zobrazenie podmienok kontaktu

Priklad 25.1

Hranica 2D tuhého telesa ma tvar paraboly s funkciou y = x*, x>0. Uréte projekény bod

z polohy X = [3,1]T z rovnice (25.41) a vzdialenost bodov X a X, z rovnice (25.42).

Vektorova funkcia zadanej paraboly v parametrickom tvare je

X, = Li} (25.49)
takzZe pre jednotkovy tangencidlny vektor dostavame
o = Pl 1 {1} (25.50)
lox. 708 J1+ae2 (28

a jednotkovy normalovy vektor je

e —ex=e, :;[ﬂ (25.51)

’ Ji+ag2 -1

kde e,=[0 0 1] je jednotkovy vektor kolmy na rovinu, v ktorej lezi parabola.

Z rovnice (25.41) mozno uZ urcit suradnice normalovej projekcie bodu X na parabolu (t.j.
partnersky kontaktny bod), pretoZe ak ma pre x =|3 1]T platit

o(&)=(x—x. (&) e (&) =32 o (25.52)

J1+4E2



potom z nulovej hodnoty Citatefa v tomto vztahu dostaneme ¢&.=1,29 a médime

1,29
X = 25.53
: {1,66} (25.53)

skompletovat (25.49) na

Tuto polohu bodu X, potvrdzuje aj graficka kontrola v meritku na obr. 25.7

4
3; y=X2 ;
2, .
L X
C en
G
L /A * X .
07 I P R I I
0 1 2 3 4
Obr. 25.7

Vzdialenost oboch bodov saurci z medzerovej funkcie (25.42)

g, =(X—xc(§c))ren(§c)=m=1,83 (25.54)

J1+4E2

Formulacia kontaktnej ulohy

Existuje viacero formulacii kontaktnej ulohy deformatelnych telies i ndvrhov spdsobu
jej (numerického) riesenia [napr. 1, 2]. V tomto odstavci kvoli nazornosti a jednoduchosti
uvedieme formulaciu navrhnutu v [1], ktora vyuZiva Speciadlnu vazbovu funkciu (constraint
function) pri rieSeni silovej adeformacnej situdcie na hranici vzajomného kontaktu
uvazovanych telies.

Pre dve telesa, ktoré su v kontakte v ¢ase t (obr. 25.7) podla principu rovnosti virtualnej
prace vnutornych a vonkajsich sil a (25.44) plati

2 2 2
: k= : k . k u
EZIJ'VDS.éEdV _,El(j%b oudv +jsgp ouds )+k§=1LC (An+ts)-Adu™dS, (25.55)
kde
du,; =du, -du, (25.56)

Logika tohto vztahu je jasna: Jeho lava strana a prvy ¢len na pravej strane predstavuju
¢leny zndme z prislusnej zvolenej formulacie Ulohy (v tomto pripade totdlnej Lagrangeovskej
formuldcie — pozri 6. kapitolu), kym posledny ¢len predstavuje prispevok kontaktnych sil na



nezndmej spolo¢nej hranici S, telies. Na tejto hranici musia byt splnené kontaktné podmieky
(25.45) a (25.48).

Cas0 teleso I

Su (kontaktna plocha)

Sc telesa 1
Y, Vv A
f
SctelesaJ
Sn (cielova plocha)
X, U
Z, W

Obr. 25.7

Metdda vdzbovej funkcie situaciu na hranici kontaktu rieSi tak, Ze pre podmienky
kontaktu v normdalovom smere sa zvoli spojita funkcia w(g,,A) tak, ze ak w(g,,4)=0, potom
su podmienky (25.45) splnené. Jednou z moznosti je aproximacia podmienok hyperbolickym

vztahom
(25.57)

(25.58)

s bezrozmernymi hodnotami g, a A . Dostaneme tak spojitd a diferencovatelnt nahradu
normalovych podmienok kontaktu pre vSetky hodnoty g, a 4 (obr. 25.8).

A

W,(8,, )

L

Rovnaky postup sa vyuZiva aj pri zohladneni tangencidlnych (trecich) podmienok
kontaktu. Voli sa taka spojita a diferencovatelna fukcia w,(v,7), ze ked" w,(v,7)=0, tak su

gn
Obr. 25.8

splnené podmienky (25.48). Na jej tvorbu je vhodna funkcia

Myslene oddelené stykové plochy telies



T:Earctanl (25.59)
T &,

kde & < 1. Pomocou velkosti tohto parametra moino do urcitej miery aj charakterizovat

vlastnosti trecieho zakona. Na obr. je znazornena funkcia (25.59) s hodnotou &, = 1073,

T
1.0F
. [
05
7 Wt (V, T)
00} v
05
71.0:‘ ‘ — ‘ o
1.0 05 0.0 05 1.0
Obr. 25.9

Nespojité podmienky kontaktu sa uvedenym postupom aproximovali rovnicami

w,(g,,4)=0 (25.60)
w,(v,7)=0 (25.61)
tieto rovnice mozno teraz zaviest do principu virtudlnej prace vyuZitim napr. metddy
Lagrangeovych multiplikdtorov, ktoré budu predstavovat premenné A a 7.V takom pripade

mozno dostat rovnicu riadiacu kontakt na hranici telies tak, Zze vynasobime (25.60) variaciou
OA a (25.61) variaciou o7 a po séitani a integrovani plati

L [6Aw, (g,,A)+ Stw,(v,7)ldS, =0 (25.62)

Geometricka a casova diskretizacia rovnic (25.55) a (25.62) poskytne klasickym postupom
MKP (podrobnejsie pozri [1]) linearizovanu prirastkovd sustavu rovnic pre numerické
rieSenie ulohy

qu)=f-f, q.=0 (25.63)
kde q je vektor vnutornych uzlovych sil, fvektor vonkajSich uzlovych sil, f. vektor
kontaktnych sil, . vektor kontaktnych vazieb vyplyvajuci z (25.62) a u globalny vektor

zovSeobecnenych uzlovych posunuti. Tento systém nelinedrnych rovnic sa prirastkovo riesi
pomocou Newton-Raphsonovej metddy a rovnice pre iteracny krok su

T
du du d¢ |:Au:|(')_l:f(f)_q(i—l)_fc(i—l):l

25.64
aqc aqc A¢c (Ci_l) ( )
ou ¢,

kde vektor ¢. obsahuje kontaktné premenné A a 7 pre kaidy uzol, ktory je v kontakte (t.].
pre ktory su splnené podmienky kontaktu).



Na zaver treba uviest, Ze komercéné programy MKP poskytuju pre riesenie vseobecnych
kontaktnych uloh dostatocne kvalitny komfort na to, aby editacia a rieSenie takychto uloh v
podstate neboli vyrazne komplikovanejSie ako pri analyze beZznych statickych alebo
nestacionarnych nelinearnych uloh. Postup tvorby modelu i nastavenie nelinedrnych riesicov
je uplne rovnaké, rozdiel je len v tom, Ze treba vytvorit prepojenie kontaktného a cielového
telesa pomocou vhodnych kontaktnych prvkov. Tuto fazu tvorby vypoctového modelu si
predstavime na jednoduchom priklade (¢o do pracnosti grafickej editacie) v nasledujucom
priklade v prostredi programu Ansys (verzia 12.1).

Priklad 25.1

Stvorcova platiia je poloZend na kratkom nosniku a jej stredova plocha je zataZena
Ciarovym tlakom g =15 N/mm. Situacia i rozmery oboch telies jednotkovej hrubky su
znazornené na obrazku. Materidl oboch telies je rovnaky s hodnotami modulu pruznosti a

Pissonovho &isla £ =20000 N/mm?, 1 =0,3. Urcte maximalny priehyb nosnika.

q
2211222122222212%}

100 100

720

300

Postup rieSenia

1. Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Quad 8 node 183, OK, Close;

2. Material Props, Material Models, Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX=20000,
PRXY=0.3, OK, Material, Exit;

3. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1=0, X2=100, Y1=0, Y2=100, Apply,
X1=-100, X2=200, Y1=-1, Y2=-21, OK;

4. Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Areas, Picked Areas, Kliknite Stvorec, Apply, Size=10,
Apply, Kliknite obdiznik, OK, Size=5, OK;

5. Meshing, Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;

6. Modeling, Create, Contact Pair, V Contact Manageri kliknite prvu ikonku (Contact Wizard),
Pick Target, Kliknite hornu &iaru obdiZnika, OK, Next, Pick Contact, Kliknite spodnd stranu
Stvorca, OK, Next, Create, Finish, Zavrite Contact Manager;

7. Element Type, Add/Edit/Delete, CONTA172, Options, K5=Close gap, OK, Close;

. Plot, Lines;

9. Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Keypoints, Kliknite spodné
rohy obdiZnika, Apply, Vyznacte UY, Apply, Kliknite favy roh obdiznika a rohy lavej strany
Stvorca, OK, Vyznacte (len) UX, OK;

10. Define Loads, Apply, Pressure, On lines, Kliknite hornu stranu stvorca, OK, Value=15, OK;

o]



11. Analysis Type, Sol’n Controls, Time=1, No. of substeps=20, Max. no. of substeps=40, Min.
no. of substeps=>5, Analysis Options=Large Displacement Static, OK;

12. Solve, Current LS, OK;

13. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, DOF Solution, Y-Component of
displacement, Scale Factor=True Scale, OK;

14. File, Exit, OK;



