D9 Konstitutivne rovnice hyperelastického materialu

Geometrické rovnice a diferencidlne rovnice rovnovahy platia pre lubovolny material, ktory ma vlastnosti
spojitého kontinua. Boli odvodené nezavisle od seba a neobsahuju Ziadne materidlové charakteristiky. Napatie,
ako miera namahania telesa, je vSak zavislé od deformacie a Ze tuto zavislost ovplyvriuje aj druh materiélu, nas
presviedca experimentdlna prax. Konstitutivne (fyzikalne, materialové) rovnice sliZia na stanovenie tejto zavislosti
(konstituuju tuto zavislost). Nie su vo vseobecnosti odvodené od nejakych fyzikalnych principov (aj ked musia
spifiat uréité pravidla - napr. musia byt objektivne, t.j. nezavislé od tuhého pohybu telesa v danom stradnicovom
systéme); vyjadruju v podstate len vlastnosti matematického modelu uvazovaného materialu tak, aby vyhoveli
experimentalnym udajom.

Existuje velké mnoZstvo materidlovych modelov a s nimi spojenych konstitutivnych rovnic, ktoré sa snazia
simulovat rozlicné realne materidly pre rézne typy staciondrneho i nestaciondrneho namahania. Mnoho
materialov vykazuje po urcitd hranicu velkosti zatazenia linedrnu elastickd zavislost medzi deformaciou a napatim,
ktord mozno vyjadrit vo forme zovieobecnenia jednoosého Hookeovho zédkona

Ojj = Cijii€n (9.1)

kde redukciou clenov materidlového tenzora cy, moZno vyjadrit vSetky zakladné typy pruzného linedrneho

materialu. Pod pruznym materidlom sa rozumie taky material, ktorého deformacia vymizne, ked nan prestanu
pbsobit vonkajsie sily. Napatie v zatazenom telese s takto definovanym materidlom mozno vyjadrit aj zo vztahu
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kde W je merna energia napatosti (deformacna energia akumulovana v jednotke objemu), nazyvana tiez elasticky
potencial alebo elasticka potencidlova funkcia. Napr. pre jednoosy tah izotropného materialu dostavame
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V technickej praxi sa Casto vyuZivaju aj nelinedrne elastické materidly, ktoré su pruiné vo velkom rozsahu
deformacie, priCom ale zavislost napatia od deformacie je nelinearna (napr. technickd guma, penové materialy,
elastomérové kompozity, rozne plasty, biomaterialy). Vzhladom na ich relativne mald tuhost a spbsob
technického vyufzitia su Glohy s takymto materidlom skoro vidy eSte aj geometricky nelinearne. Pokial napatost
zatazeného telesa z takéhoto materialu nezavisi od zatazovacej cesty, ale len od vysledného deformaéného stavu,
mozno napatost urcovat z funkcie mernej energie napétosti W a hovorime o hyperelastickom materiali (obr. 1).
Mnohé hyperelastické materidly maju vysokd hodnotu objemového modulu a ¢asto sa potom pri teoretickom
spracovani ich modelov povazuju za nestlacitelné (s nekonecne velkou hodnotou objemového modulu, t.j. zmena
hydrostatického tlaku nevyvola Ziadnu zmenu objemu takéhoto materidlu), pripadne takmer nestlacitelné (tym sa
mysli materidlovy model, pri ktorom sa s ohladom na numerické spracovanie pripusta mald hodnota
stlacitelnosti).

£
Obr.1 Jednoosa charakteristika nelinedrneho elastického materidlu

Zakladnym krokom tvorby hyperelastického materidlového modelu je navrh skalarneho potencialu W, ktory je
funkciou vhodnej miery deformacie [D3], najcastejSie deformacného gradientu F, pravého resp. lavého Cauchy-
Greenovho tenzora deformacie C resp. b, pripadne hlavnych natiahnuti A,,4,,4; urfenych spektralnou

dekompoziciou U, resp. V.



Pre deformacny gradient a jeho Jacobidn plati

_ox_,0u J=det(F) (9:3)
oX oX
Pravy a lavy Cauchy-Greenov tenzor deformdcie su
C=FF b=FF’ (9.4)

Ak uvazujeme hyperelasticky material, tak potom miera napitia materidlovej Castice X zatazeného telesa
zavisi len od aktualneho deformacného gradientu F tejto Castice. PretoZe energeticky konjugovanym partnerom
F je prvé Piola-Kirchhoffovo napatie P plati

P=P(F(X),X) (9.5)
Ak sa ndm za pomoci experimentu podarilo pre dany material vyjadrit elasticky potencidl W potom analogicky s
(9.2) mozno napisat
ow, (F(X), X)

P(F(X),X)= °F

(9.6)

Potencial W i zavislost napatovych mier na tejto funkcii mozno modifikovat podla vztahov, ktoré sme uviedli v
[D3] a [D4]. Napr. z poziadavky objektivnosti konstitutivnych vztahov vyplyva, ze W je na F zavislé len cez jeho
zloZzku natiahnutia U a nezavislé na zloZke rotacie R, a pretoze pre pravy Cauchy-Greenov tenzor deformacie

plati C=U?=F"F, moino napisat
W, (F(X), X)=w(C(X), X) (9.7)

Pre prirastok Green Lagrangeovho tenzora deformacie E, ktory je energeticky zdruZeny s druhym Piola-
Kirchhoffovym tenzorom napétia S, plati E:%C, dostavame analogicky s (9.6) tiez
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Ak ma hyperelasticky material izotropné vlastnosti, potom vztah medzi jeho potencidlom a C je nezavisly od
materidlovych osi a musi byt funkciou invariantov tenzora C

W(C(X), X)=W (Il i, X) (9.9)

kde
lc=trC=C:l

ll,.=tr(CC)=C:C  asick/Hormatohtoinvariantu je Il = [( trc)’ - trCZ])

o= detC= J; J=detF

(9.10)
a pre druhé Piola-Kirchhoffovo napétie podla (9.8) a (9.9) mozno napisat
ow _owal ow all, ow alil ow ow ow
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kde sa uplatnili derivacie invariantov podla zloZiek tenzora C [Litl]
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Invarianty C a b su identické
l, =tr(b)=tr(FF")=tr(F'F)=trC=1.
I, =tr(bb) = tr(FF' FF")=tr(F' FF' F)=tr(CC) =i,
Ill, = det(b) = det(FF") = det(F" F)=det C =il
z ¢oho tiez vyplyva, Ze derivacie W podla invariantov € v (9.11) su tiez derivaciami W podla invariantov b.

Cauchyho napétie mozno urcit z druhého Piola-Kirchhoffovho napéatia pomocou transformacného vztahu [D4]

o =J"FSF’ (9.13)



Ked do tohto vztahu dosadime (9.11) dostaneme

a=2fla—Wb+4rla—Wb2+ZJa—Wl (9.14)
ol, ol ol

Uvedené rovnice platia pre vSeobecny izotropny hyperelasticky materialovy model. Ich vyuZitie si ukazeme na
relativne jednoduchom modeli tzv. stlacitelného Neo-Hookeovského materidlu. Nazov dostal podla toho, Ze zapis
jeho charakteristik (Eulerovského tenzoru deformacie) je analogicky so zapisom charakteristik klasického
linedrneho izotropného Hookeovského materialu. Stlacitelny Neo-Hookeovsky model je definovany potencidlovou

funkciou (existuje v3ak aj viacero alternativnych zépisov, najma pri pouZiti /. v (9.10))
W:%(IC —3)—GInJ+%(InJ)2 (9.15)

kde M a A su materidlové konstanty. VSimnime si, Ze funkcia okrem zakladného predpokladu objektivnosti (je
funkciou invariantov /. a /lll. =J) spifia aj dalsi nevyhnutny predpoklad, e pri nulovej deformacii je elasticka
potencialna energia W nulovd (C=1, I. =3, detF=1, InJ=0).

Druhy Piola-Kirchhoffov tenzor deformacie teraz uz mézeme vyjadrit z rovnice (9.11)
S=M(I-CY)+A(nsC™* (9.16)
a Cauchyho napatie z (9.14) pomocou zloZiek lavého Cauchy-Greenovho tenzora b

o=¥(b—l)+%(lnl)l (9.17)

Ak budeme uvazovat jednoosy tah bez prieénej deformacie, potom

A 00 A2 0 0

T 1 AL

F=|0 1 0|; b=FF'=|0 1 of|; J=detF=2; 1=z=1+T
0 0 1 0 0 1

az(9.17) dostavame

0'X=M(/12—1)+Aln/1
A A

Pre prut s jednotkovou di?kou, s M= 100 Pa a A= 1000 Pa, sme priebeh o, graficky zndzornili na obr. 1 pre
najcastejsie vyuzivany rozsah deformacie tohto materidlového modelu. Sp6sob identifikacie redlneho materidlu s
tymto modelom (i daldimi hyperelastickymi materidlovymi modelmi) mozno najst v manualoch komerénych
programov MKP.

Mi = 100.;
La = 1000.;
L=1.;
lambda = 1. +dL/ L;
sigma = Mi (lambda“2-1.) / lambda + La * Log[lambda] / lambda;
Plot [sigma, {dL, -0.3, 0.3},
PlotStyle -» {Thickness[0.005]}, AxesLabel - {deltal,, sigmaX}]
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Obr. 1



Iny jednoduchy pripad je zatazenie vsestrannym (hydrostatickym) tlakom, kedy

A 0 0 AP0 0
T 2 3 1 AL
F=|0 A 0|; b=FF' =0 A° 0|; J=detF=1°; /I:Z:l+T
0 0 A 0 0 M
Vtedy podla (9.17) dostdvame
_1 2 3
O'—F[M(/'L —1)+Ajn/1 JI

¢o predstavuje zatazenie
1
0,=0,=0,=p= F[M(lz - 1)+Ahﬁ,3}

Zavislost tlaku/tahu p na natiahnuti A je zndzornena na obr. 2 (vSestranny tah je len ilustracna zélezitost)

Mi = 100.;
La = 1000.;
L=1.;

lambda = 1. +dL / L;
Pp = (Mi (lambda“~2-1.) +La * Log[lambda ~3]) / lambda * 3;
Plot [pp, {dL, -0.2, 0.3}, PlotStyle -» {Thickness[0.005]}, AxesLabel - {deltal, p}]
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Obr. 2

Pri praci s nestlacitelnymi alebo takmer nestlacitelnymi materidlovymi modelmi je potrebné oddelit objemovu
Cast deformdcie (ktord meni len objem materidlovej Castice) od distorznej (tvarovej, devidtorovej, ktora meni len
tvar Castice, bez zmeny objemu). PretoZe determinant deformacného gradientu udava objemovu zmenu dv/dV,
pre distorznt ¢ast deformaéného gradientu F potom musi platit

det F=1 (9.18)
Ak zvolime
F=r"*F - F=J°F (9.19)
potom je tdto podmienka splnena
det F =det (J’1/3F)
=S PP det F
=s=1

Platnost vztahu medzi F a F ilustruje &selny priklad na obr. 3. Analogicky moZno rozloZit aj dalsie tenzorové

miery deformacie. Napr. pre distorznu zlozku pravého Cauchy-Greenovho tenzora deformacie a jeho prvy
invariant plati

C=F F=(detC)*C=J7°C le=l,=trC=J1?"trC (9.20)



F={{1.5, -1.2, 0},
{2.6, 2.0, 0},

{0, 0, 1}};
Print ["F = ", F // MatrixForm]
J = Det [F];
Print["J = detF = ", J]
pom = Det [T~ (-1/3) *F];
Print ["detF’ = det[J*(-1/3)x*F] = ", pom]

2.6 2. 0

1.5 -1.2 O]
0 0 1

J = detF = 6.12

detF’ = det [J*(-1/3)#F] = 1.

Obr. 3

Pri nestlacitelnom Neo-Hookeovskom modeli sa elasticky potencidl (9.15) zjednodusi na
Wz%(tré—.%) (9.21)

pravda, z Uplnej nestlacitelnosti materialu vyplyvaju aj niektoré vypoctové neprijemnosti. Pri Uplne nestlacitelnom
materiali hydrostaticky tlak (p=o0,, /3) fubovolnej hodnoty nesp6sobi zmenu tvaru telesa, takie napdtie nie je
mozné jednoznacne urcit z jeho deformdcie. Z konstitutivhych rovnic mozno urcit len deviatorické napétie
0'=0;-0,9;/3. Tlak p , ktory sa objavi v konstitutivnych rovniciach, je nutné urCovat ako dalSiu primarnu
neznamu Ulohy z podmienok rovnovahy a okrajovych podmienok. Pre nestlaCitelny Neo-Hookeovsky material

rovnica (9.17) sa zmeni na
o =0 +pl=M"P(b-11,0)+pl (9.22)

kde opat palti 1, =1 =trC.
V MKP sa problém s neznamou p cCasto rieSi pomocou tzv. takmer nestlacitelnych materidlovych modelov.

Postupuje sa tak, Ze k distorznej zlozke potencidlu sa na umoZnenie malej objemovej deformacie pridava
objemova energeticka zloZzka U(J) na vytvorenie totalneho potencialu v tvare

W(C):W(C)+U(J):%(tré—3)+%K(J—l)2 (9.23)
kde sme zaviedli jednoduchy priklad takejto zloZzky
1 ) du
u)=—K(J-1 =—=K(/-1 9.24
() 5 (/-1 p 4 (/-1) ( )

Pri nestladitelnych materidloch sa K voli ako velky nasobok M (10° a 10*°M). S touto materidlovou
konstantou sa mozno stretnut aj pri stlaitelnych hyperelastickych materidlovych modeloch, ked sa uvaZuje
energeticky potencial v tvare (9.23). Vtedy K predstavuje objemovy modul materidlu (pozri napr. Neo-
Hookeovsky model v teoretickom manuali ANSYSu). Pri takejto volbe U, potom Cauchyho napétie pre Neo-
Hookeovsky materidlovy model podla (9.22) je

o =M"Pb-11,)+K(U-1)] (9.25)

Konstitutivne rovnice izotropného hyperelastického materidlu sa casto vyjadruju aj pomocou hlavnych
natiahnuti 4,,4,,4; a hlavnych smerov N,,N,,N,

i=1 (9.26)

Je to vyhodné najma vzhladom na experimentdlne urovanie materidlovych konstant modelu. Spektrdlna
reprezentdcia pravého Cauchy - Greenovho tenzora deformacie a jeho inverzie pomocou tychto velicin je [D3]

3
C=U’=) AN, ®N,
i=1 (9.27)

3
C =) A7°N,®N,
i=1 (9.28)



PretoZe A,,4,,4, suvlastné ¢isla tenzora C, jeho invarianty mozno vyjadrit tiez v tvare

L=lo=l,=A+1+A
L=l =l = 222+ A2 22 + A2 A} (9.29)
L=lle=Ill,= A A%

a vyuzivat ich pri vyjadrovani funkcii elastického potencidlu W rovnako ako (9.10). Z podmienky (9.19) pre
distorzné hlavné natiahnutia vyplyva

A =14 (9.30)
a pre nestlacitelny materidl tieZ plati
I, =detC=detb=1 (9.31)

takze distorzna (nestlacitelna) ¢ast elastického potencialu obsahuje len dva distorzné invarianty
L= L=J"", (9.32)

Elasticky potencial Casto vyuZivaného Mooney-Rivlinovho materidlového modelu v takmer nestlacitelnej
formulacii mozno potom zapisat v tvare

N M
w=1Y G, (}1—3)" (}2—3)q+ Y D, u-17"
m=1

PO (9.33)

kde C,, a D, su materidlové konstanty. Kon3tanty C,, vyjadruju distorzné (Smykové) vlastnosti modelu a D,

uddvaju stlacitelnost t.j. objemovi zmenu tohto materidlového modelu. Ak konstanty D,, sa rovnaju nule, ide o
uplne nestlacitelny material.

V odbornej literatiure tykajlucej sa hyperelasticity a v manudloch komerénych programov MKP mozno ndjst
mnozstvo hyperelastickych materidlovych modelov vychadzajucich z r6zne definovanych elastickych potencidlov
tvorenych z invariantov mier deformdacie analogickym postupom, ako sme tu naznacili. Pre zdujemcov o
programové spracovanie Uloh s hyperelastickou deforméciou mozno odporucit volne stiahnutelny fortranovsky
program FLagSHyP (Finite element Large Strain Hyperelasto-plastic Program) opisany v praci [Lit1].

Priklad

Pomocou programu FLagSHyP sme rieili ilustracny priklad rovinnej napéatosti telesa obdiZnikového tvaru s
rozmermi 6 x 3 a hrdbkou 0,1, ktorého siet $tvoruzlovych prvkov je zndzornena na obr. 4. Teleso je na lavej hrane
pevne votknuté a prava hrana sa posunie o hodnotu 2,5 podla obrdzku, pricom sa zabranuje jej priecnej
deformadcii a strate stability telesa. Material telesa je nestlacitelny Neo-Hookeov (9.21) s konstantou M =100.
Vstupné uUdaje su uvedené v prilohe. Do programu sme vlozZili podprogram, ktory z Ciselnych vysledkov vytvoril
postscriptovsky subor na zobrazenie zdeformovanej siete prvkov s vysledkom na obr. 5.
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3x1 1
2 5 8 11 14 17
2 6 10 14 18 22 26
B <
1 4 7 10 13 16
Y N 1 5 9 13 17 21 25
1
u=2,5
6x1 h

Obr.4



Obr. 5
Ten isty priklad sme riesili aj pomocou programu ANSYS s touto postupnostou prikazov v interaktivnom maode:

1. Zadanie nazvu ulohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = GUMA, OK;

2. Typ prvkov a ich hrubka

Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add..., Hyperelastic 4 node 182, OK, Options..., K3 =
Plane strs w/thk, OK, Close;

Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add, Edit, Delete, Add..., OK, THK = 0.1, OK

3. Materialové udaje
Preprocessor>Material Props>Material Model Number 1, Structural, Nonlinear,Elastic, Hyperelastic, Neo-Hookean,
mu =100, d =0, OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie bodov strednicovej plochy modelu (Cislovanie je automatické)
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Rectangle>By 2 CornersT: Width = 6, Height = 3, OK;

5. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Size Cntrls>ManualSize>Global>Size: Size = 1, OK;
Preprocessor>Meshing>Mesh>Areas>Maped>3 or 4 sided: Pick All;

6. Upevnenie modelu a predpisanie posunutia pravej hrany modelu
Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Lines: Tlavd hranu, OK, Vyznatit All DOF,
Apply, Tpravi hranu, Apply, Vyznatit UY, Apply, Tpravi hranu, OK, Vyznagit UX, VALUE = -2.5, OK;

7. Zapnutie velkych deformdcii
Solution>Analysis Type>Sol'n Controls: Analysis Options = Large Displacement Static, Time at end of loadstep =
1,0K;

8. Prikaz na vykonanie vypoctu
Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

9. Vykreslenie zdeformovanej siete
Main Menu>General Postproc>Plot Results>Contour Plot>Nodal Solu: DOF Solution, X-Component of
displacement, Deformed shape with undeformed model, OK;



NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
UX (AVG)
RSYS=0
DMX
SMN

o
N}
5l

-2.5 -1.944 -1.389 -.833333 -.277778
-2.222 -1.667 -1.111 -.555556

10. Ukoncenie prace s uloZzenim databdzy ulohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;
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Priloha - Vstupné Udaje prikladu do programu FLagSHyP:

Priklad Guma 18

quad4 111562

28 212673
130.0. 313784

2 30.1. 4159106
330.2. 51610117

4 30.3. 61711128
501.0. 719131410
6 01.1. 8110141511
7 01.2. 9111151612
8 01.3. 10113171814
9 02.0. 11118191514
1002.1. 12115192016
1102.2. 13117212218
1202.3. 14118222319
1303.0. 15119232420
1403.1. 16121252622
1503. 2. 17122262723
1603.3. 18123272824
1704.0. 1

1804.1. 16

1904.2. 1.100.0.1
2004.3. 04000
2105.0. 251-25
2205.1. 261-25
2305.2. 271-25
2405. 3. 281-25
2536.0. 101.0.1301.e-60.0.5
2636.1.

2736.2.

28 3 6. 3. (pokrac. hore)




