D8. Doskové konecné prvky
1. Zakladné pojmy

Tenkou doskou (obr. 1) nazyvame ploché trojrozmerné teleso (konstrukény prvok) s rovinnou strednicovou
plochou (body hornej a spodnej plochy dosky su od tejto roviny rovnako vzdialené). Prie¢ny rozmer dosky
(hrabka) je vyrazne mensi ako ostatné rozmery (mensi ako desatina jej Sirky v najuzSom mieste, ale nie tak
extrémne maly, Ze doska straca ohybovu tuhost). Je to Speciadlny pripad tzv. skrupiny, ktord je charakterizovana
rovnako ako doska, ale strednicovd plochu ma zakrivend. Ak je doska namahana len v jej rovine, ide o
membranové namahanie dosky (steny) klasickou rovinnou napatostou ([1], [2]). Pri zatazeni len v priecnom smere
ide o namahani dosky na ohyb a kratenie. Vo vSeobecnosti je doska namahanad kombindaciou oboch tychto
zatazeni.

Vacsina vyuzivanych matematickych modelov (matematickych tedrii) rieSiacich doskovy pevnostny problém
vznikla eSte pred pocitacovou érou. Su to hlavne:

e Kirchhoffov model vhodny pre linedrne tenké dosky s malym priehybom. Zanedbava energiu Smykovych
napati a predpoklada nezavislost ohybového a membranového zatazenia

e Reissner-Mindlinov model umozZnujici rieSenie malého priehybu linearnych tenkych a mierne hrubych
dosiek s pribliznym zohladnenim energie Smykovych napati

¢ Von Karmanov model pre geometricky nelinearne tenké dosky s vazbou stenového a ohybového napatia,
¢o je délezité pre analyzu napatového spevriovania [2] a stabilitné analyzy

e Exaktné modely vyuZivajlce trojrozmernu tedriu pruznosti

V MKP sa pomocou doskovych konec¢nych prvkov modeluje len strednicova rovina dosky, ktora je pri totalnej
Green-Lagrangeovskej formuldcii aj referenénou rovinou. Doskové prvky su teda z geometrického hladiska
dvojrozmerné; zmenou ich hribky mozno modelovat dosku s meniacou sa hriubkou, v pripade potreby mozno
menit linedrne aj hrdbku samotného prvku.
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Obr. 1

2. Kinematické rovnice Kirchhoffovho a von Karmanovho modelu dosky

Oba modely vychadzaju z Kirchhoffovych predpokladov, ze kolmice na nezatazenu strednicovd rovinu dosky
(prie¢ne normaly) zostanu rovné aj po zatazeni a rotuju tak, aby si zachovali normalovy smer aj na zdeformovanu
strednicovu plochu (priehybovi plochu). Predpoklada sa tiez, Ze body dosky na spolo¢nej normale nemenia svoje
vzajomné vzdialenosti (deformacia hribky dosky sa zanedbava, &, =0). Potom pole posunuti bodov dosky mozno
vyjadrit pomocou funkcii zloZiek posunuti bodov strednicovej roviny u,, v, a w, (takto vyjadreny ohybovy

prispevok k posunutiu v smere osi x je zndzorneny na obr. 2)

Ux,y,2) = uyloy) - 220
ox

Vx,y,2) = vy (xy) - 2200 (8.1)
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W(X,y,Z) =W0(X,y)
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Obr. 2

S touto aproximaciou funkcii posunuti mozno zlozky Green-Lagrangeovho tenzora deformacie dosky vyrazne
zjednodusit. Pripomenme si nezavislé zlozky tohto tenzora z dodatku [D3] (materidlové suradnice su kvoli
jednoduchosti teraz oznacené malymi pismenami - nepotrebujeme ich odliSenie od priestorovych)
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Pri geometricky i fyzikdlne linedrnej Kirchoffovej doske su gradienty funkcii zloZiek posunuti malé Cisla a vSetky
kvadratické ¢leny v (8.2) mozno zanedbat. S vyuZitim (8.1) dostdvame
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V pripade, Ze na doske vzniknu vacsie priehyby a vacsie rotacie prie€nych normal (zhruba do 15°), potom
nasledujuce kvadratické ¢leny su este stale malé, ale nie zanedbatelné

mwd  Dwd ow ow

Hox 8 Hay B’ ax dy (8.4)
Zohladnenim tychto ¢lenov dostaneme tzv. von Kdrmdnove pomerné deformacie geometricky nelinedrnej dosky
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pricom ostatné zlozky su rovné nule ako v (8.3).



3. Tedria Kirchhoffovej dosky zataZenej len v prieénom smere

Ak na dosku pdsobi len zataZenie v priecnom smere a body dosky sa mdzZu volne pohybovat v smere x a y,
potom pomerné deformicie Kirchhoffovho modelu podla (8.3) su
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Pre urcitd hodnotu premennej z (-h/2<z<h/2) su to deformacné zlozky rovinnej napatosti (teraz ale s & =0),
ktoré, ako vidiet z (8.6), sa linedarne menia po hribke dosky. Z fyzikdlnych (konstitutivnych) rovnic platnych pre
rovinnu napatost a izotropny material dostavame napétia v doske
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kde E je modul pruznosti tahu/tlaku, g Poisonovo Cislo a G modul pruznosti v Smyku materidlu. Priehybova

plocha je aj neutralnou plochou napati, na nej su napatia nulové a menia znamienko. Extrémne hodnoty napiti sa,
analogicky ako pri ohybanom nosniku, nachadzaju na spodnom a hornom povrchu dosky.

Obr. 3

Vyslednice vnutornych sil sa urcuju integraciou napati po priecnom reze s jednotkovou Sirkou (obr. 3), a preto sa
¢asto oznacuju malymi pismenami
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kde sme v poslednych dvoch rovniciach vyuzili vysledky dvoch momentovych rovnic rovnovahy diferencidlneho
elementu dosky k osiam 1 a 2 (obr. 4)

(8.8)
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Koeficient D, ktory v (8.8) vyjadruje tuhost dosky, je
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Silova podmienka rovnovahy tohto elementu zatazeného tlakom p dava
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Po vykrateni ¢lenov a vydeleni rovnice suc¢inom dxdy sa zjednodusi na
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Dosadenim priecnych sil z (8.8) a Upravou dostaneme biharmonicku diferencidlnu rovnicu dosky
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kde A je Laplaceov diferencialny operator. Pomocou (8.8) az (8.11) ju mozno vyjadrit aj pomocou vyslednic
vnutornych sil
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Pri Kirchhoffovej doske, ako vyplyva z kinematickych rovnic, sa vSak energia priecnych Smykovych deformacii
zanedbava z Coho vyplyva, ze pri tomto modeli sa predpoklada 7, =7,, =0 . Z praktického hladiska to znameng, ze

tieto napéatia musia by vyrazne mensie ako napatia (8.7). Ak to nie je splnené, treba pouzit model (koneény prvok)
zohladnujuci vplyv prie¢nych sil dosky na energiu napatosti (napr. Mindlin-Reissnerov model).

Z rozboru napatosti Kirchhoffovej dosky vyplyva, Ze najviac namahané miesta dosky treba hladat na hornej
alebo spodnej ploche dosky, kde absolutne hodnoty ohybovych normalovych napéti o, , g, i Smykové napétie od

kratenia 7,, maju extrémne hodnoty vzhfadom na ich priebeh po hrubke dosky. Kritické miesto pre posudenie

pevnosti dosky je potom miesto, kde redukované napétie uréené podla vhodnej pevnostnej hypotézy (von
Misesovo, intenzita napatia) dosahuje maximalnu hodnotu.

Nielen primarna neznama - funkcia priehybu wy(x,y) strednicovej roviny dosky, ale aj parcidlne derivacie tejto
funkcie maju jasny fyzikalny vyznam, doleZity pri vyhodnocovani vysledkov i pri predpisovani deformacnych

- . .0 , . . (. . v .
okrajovych podmienok. Funkcia Iwox,y) vzhladom na malé rotacie normal dosky sa povaZzuje priamo za uhol

0x
nato€enia normaly v danom bode v rovine xz (t.j. okolo osi rovnobeZnej so suradnicovou osou y). Analogicky



ow,(x,y) . . . . . . . . , .
Iwo(X,y) je uhol natocenia v rovine yz. Na zakrivenom obvode strednicovej roviny treba vyjadrovat natocenia

okolo doty¢nice a okolo normdly - ow,/0dn a dw,/0s. Silovymi partnermi natoceni si ohybové momenty a

krdtiaci moment na jednotku dizky m,, m,, m, a m,, ktoré v pripade zadanych deformac¢nych okrajovych

vy’ n

podmienok predstavuju nezndme reakéné momenty v prislusnych miestach. Rovnako ako pri inych pevnostnych
Ulohach, mozno zadavat aj silové a zmie$ané okrajové podmienky.

Doska je vo vSeobecnosti zatazena objemovymi silami (vlastna tiaz, odstrediva sila), plosnym tlakom, ¢iarovymi
i sustredenymi silami, teplotnym zatazenim a reakénymi silami a momentami.
4. Uréenie matic prvku Kirchhoffovej dosky zataZzenej len v prieénom smere

Matice konecného prvku Kirchhoffovej dosky namdahanej len v priechom smere uréime pomocou principu
virtudlnych posunuti [D2]

W, =W, (8.14)
Na prvku budeme uvazovat len konstatny plosny tlak p, takze pre virtualnu pracu vonkajsich sil plati
oW, = Ip6wod5
S (8.15)
Konstitutivny vztah (8.7) zapiSeme v maticovom tvare
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Po aplikdcii virtudlneho posunutia dw,(x,y) na strednicovu plochu zatazeného prvku virtudlna praca vnatornych
sil bude
oW, = I(Bs)r Deds
So (8.17)
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Na prvku zvolime aproximaciu funkcie w,(x,y) pomocou vhodnych tvarovych funkcii prvku N(x,y) a n hodndt
zovseobecnenych posunuti uzlovych bodov prvku u;

wo(x,y) = szN,- (x,y)

J= (8.19)

Ak do (8.14) dosadime (8.15) aZ (8.19) a za virtualne posunutie postupne zvolime funkciu (8.19) s jednotkovymi
hodnotami zovSseobecnenych posunuti (ostatné rovné nule)

(dw,); =N, j=1,2,...,n (8.20)
dostaneme sustavu n uzlovych rovnic rovnovahy prvku
Ku® =f* (8.21)

V (8.21) K¢ je matica tuhosti prvku, u¢ je stipcova matica (vektor) zovieobecnenych posunuti prvku a f¢ je vektor
uzlovych zataZeni prvku od tlaku p. Pre vieobecny koeficient matice tuhosti k; sme dostali
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kde D; su Cleny materialovej matice D z (8.16).



Koeficient vektora ¢ na i-tom riadku je
fi= J'pNidXdy
%

(8.23)
Aproximacény polynédm priehybu strednicovej plochy prvku (8.19) mozno zapisat aj v maticovom tvare
w,(x,y) =Nu® (8.24)
kde
N=[N(xy) Ny - Ny N,] (8.25)
je matica (v tomto pripade riadkova) interpolacnych funkcii prvku a
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je vektor zovseobecnenych uzlovych posunuti prvku s NUE uzlami a so Styrmi uvedenymi stupriami volnosti uzla.

5. Pravouhly Stvoruzlovy prvok Kirchhoffovej dosky

Z mnozstva konecnych doskovych prvkov, ponukanych literatirou MKP (vid napr [Lit 1]), sme pre zoznamenie
sa s interpolac¢nymi funkciami a pre demonstraciu numerického spracovania vybrali Stvoruzlovy pravouhly prvok
so 16 stuprfiami volnosti (obr. 5).

Obr. 5

Vypoctovy model dosky s tymto prvkom je presny aj pri hrubom deleni, pravda, prvok ma obmedzené praktické
vyuZitie, pretoze je vhodny len na rie$enie obdiZnikovych a $tvorcovych dosiek. Patri do kategdrie tzv.
konformnych prvkov, pri ktorych je kontinuita sklonu normaly k strednicovej ploche dw,/dn zachovana vo

vSetkych bodoch prvku (problémy so zachovanim tejto podmienky vznikaju v rohovych bodoch vseobecnych
stvoruholnikovych a trojuholnikovych prvkov). Interpolacné funkcie prvku su [Lit 2]

=5 (&1 (€&2)(n-1)* (n-2)
N=-La(&-1)* (E+1)(n-1)* (-n-2)
Ns= -3 b(§-1)* (£-2)(n-1)* (N+1)
Na=1; ab(€-1)* (1+€)(n-1)* (N+1)

Ns= (§+1)* (€-2)(n-1)%(-n-2)
=1 a(§+1)* (-€+1)(n-1)* (-n-2)

N,=-Lb(E+1)* (§-2)(n-1)* (N+1)

Ng= -2 ab(§+1)* (1-€)(n-1) * (N+1)

Ng = (€ +1)(€ -2)(n+1)*(n-2) (8.27)
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N13=1—16 (€-1)* (-€-2)(n+1)* (n-2)
= ——a(E 1)*(&+1)(n+1)* (n-2)
b(E-1)* (-€-2)(n+1)* (-n+1)
Ny = '—C"b (8-1)% (1+8)(n+1)* (1-n)
kde
&=x/a a n=y/b
sU prirodzené suradnice prvku [1]. Ako vidiet, vzhladom na pravouhly tvar prvku je v tomto pripade vztah medzi

prirodzenymi suradnicami a suradnicami x, y jednoduchy, ¢o ulahcuje derivaciu interpolacnych funkcii v (8.22)
podla x ay. Konformnost prvku sa dosiahla zaradenim zmie$anej derivacie do uzlovych stupriov volnosti prvku.

6. Priklad - $tvorcova volne podopreta doska zatazena konstantnym tlakom

Pomocou uvedeného prvku ur¢ime maximalny priehyb a zndzornime priehybovu plochu stvorcovej dosky (obr.
6) so stranou a, = 2 m zataZzenej normélovym tlakom p = 1000 N/m?, ktora je volne podopreté po obvode. Hrubka
dosky je 0,01 m a materialové konstanty st E = 10" N/m?, p=0,25.
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Obr. 6

Priklad mozno vyriedit pomerne s malou namahou, pretoze prvok dava velmi presné vysledky uz pri deleni
dosky na 2x2 prvky. NavySe doska ma dve osi symetrie, takZe staci pouzit len jeden prvok (obr. 6) s predpisanymi
podmienkami symetrie. Odpadne teda nutnost vytvarania globalnych matic dosky (matice prvku budd zaroven aj
matice dosky). Dal3ie zjednodusenie dosiahneme pouZitim programu Mathematica, pri ktorom nie je potrebné
editovat explicitné vztahy derivacii a integralov interpolacnych funkcii (program si ich vie sdm vypoditat). Z
vypocitanych nenulovych hodn6t zovseobecnenych uzlovych posunuti mozno tiez velmi jednoducho graficky
znazornit priehybovl plochu symetrickej Stvrtiny dosky zobrazenim grafu funkcie w,(x,y) podla vztahu (8.19)

pomocou funkcie Plot3D.

Vypoctovy program je uvedeny na obr. 7. V programe sme zaviedli okrajové podmienky, ktoré vyplyvaju z
podopretia dosky

(W):EBWOD:(W):[DWOD Ow, o*w, O DaWD:O
°h"Hay, ok THa T H_ "By~ = H5,
a ktoré vyplyvaju z jej symetrie

ow, 0 _ ow, 0 _ [0°w, 0
HorE oy By

Po zavedeni tychto podmienok sa sustava rovnic (8.21) zredukovala na pat globalnych rovnic

Ku=f (8.28)
kde vektor neznamych je
u=w ) ow, ’w,0 w,0 [0°w,0 d
0 E@x@y%2 H dy H Eaxayaa

(8.29)



Program vypocital maximalny priehyb dosky
Womax = (W), =0,0070m

a s vypocitanymi nenulovymi numerickymi hodnotami (8.29) vykreslil priehybovu plochu symetrickej Stvrtiny
dosky podla (8.24) s velkym zvacsenim priehybu (obr. 8).

(* STVORCOVA DOSKA *)

Off [General: :spelll

(* Vstupné uddaje *)

EE=10.%11; mi=0.25; h=0.01;p=1000.;

a=0.5;b=0.5;

(* Cleny materidlovej matice D *)

D11=EE*hA3/(12*(1-mi*2)); D22=D11;

D12=D11*mi; D33=EE*h%3/(24*(1+4mi));

(* Potrebné interpolaéné funkcie prvku *)

r=x/a;s=y/b;

N1=1/16*(r-1)+2*(-r-2) (s-1)*2*%*(-s8-2);

N6=a/16* (r+1)+*2*(-r+l1) (s-1)+2*%*(-s-2);

N8=-a*b/16* (r+1)+2*(1l-r) (s-1)*2*(s+1);

N15=b/16* (r-1)A2* (-r-2) (s+1)*2*(-s+1);

N16=-a*b/16*(r-1)42*(1l+r) (s+1)*2*(1l-8);

Ni={N1,N6,N8,N15,N16};

(* Priprava a vynulovanie vektorov a matic *)

Nix=Table[0, {5}];

Niy=Table[0, {5}];

Nixy=Table[0, {5}];

f=Table[0, {5}1;

KK=Table[0, {5}, {5}1:

(* Vypolet derivdcii interpolafnych funkcii *)

For[i=1,i<6,

Nix[[i]]1=DINi[[i]1],{x,2}];

Niy[[i]1]=D[Ni[[i]],{y,2}]1;

Nixy[[i]]1=D[Ni[[i]],x,¥];

i++]1;

(* Vypolet matice tuhosti a vektora zataZenia prvku *)

For[i=1,1<6,

For[j=1,3<6,

KK[[i,j]1]1=KK[[i,j]l]l+Integrate[D11*Nix[[i]]1*Nix[[j]]1+D22*Niy[[i]]*Niy[[jl1]1+
D12* (Nix[[i]1]1*Niy[[J11+Niy[[i]]1*Nix[[j]11)+
4*D33*Nixy[[i]]1*Nixy[[j1],{x,-a,a},{y,-b,b}];

J++1;

fl[[ill=Integrate[p*Ni[[il], {x,-a,a},{y,-b,b}];
Print["i = ",i];

i++];

(* Inverzia matice tuhosti ¥*)

KKinv=Inverse [KK];

(* RieSenie sustavy rovnic-vypolet nenulovych zovSeobecnenych posunuti uzlovych bodov *)
u=KKinv.f;

(* Vypis priehybu stredu dosky *)

Print["wOmax = wl = ", ul[[l]1];

(* Vykreslenie priehybovej plochy symetrickej Stvrtiny dosky ¥*)

Off [General: :spell]

wl=ul[[1]];

wx2=u[[2]];

wxy2=ul[3]1];

wyd=ul[[4]];

wxyd=ul[[5]1];

wlx_,v_ ]1=(N1*wl+N6*wx2+N8*wxy2+N15*wy4d+N16*wxy4d) ;
Plot3D[w[x,v]1*(-1000),{x,-a,a},{y,-b,b},AxesLabel->{ar,as,-w*1000},ViewPoint—»>{1.3,-2.4,2.}1;

Obr. 7

Kontrola vysledku je mozna z analytického riesenia takejto dosky prevzatého z [Lit 2]

4 4
Wory =0,0456082%2 = 10002 _ 4 54737
Eh 107" [0,01
Pre zaujimavost uvadzame vysledky z programu ANSYS so skrupinovym $tvoruzlovym prvkom SHELL63. Pri deleni
dosky na 2x2 prvky w,,,,, =0,00578m a pri deleni 10x10 prvkov w,,,,, =0,00724m.
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wlmax = wl = 0.00700991

Obr. 8

7. Nelinearny prvok von Karmanovej dosky

Pri tomto prvku budeme uvazovat von Kdrmanove pomerné deformacie geometricky nelinedrnej dosky (8.5)

E=€E, +2z€, (8.30)
skladajuce sa z membranovych deformacii
a ]
0 %_,_lmwog 0
Cem O o Ox 2 H 0x 0
£ :%;%:Q %+lmwoﬁ Q
m 0 ym 0O 0 ay 2 H ay a 0
Il Dov, | 0w, , wy 2wy
aax dy Ox Oy B
(8.31)
a z deformacii od prie¢neho zatazenia (ktorymi sme sa zaoberali v predchadzajlcej ¢asti)
0 o’w, U
ee0 O 9 O
_HB,H B ow, B
& =0& D=07——~
H8 8
xy 0 52, O
329 %e
O oxdyQ (8.32)

Vo vyslednom deformacnom stave dosky dochdadza pri takejto doske k vazbe linedrnych clenov klasickej rovinnej
napatosti a linearnych ¢lenov klasickej Kirchhoffovej dosky (t.j. linedrnej dosko/steny) s kvadratickymi ¢lennmi
gradientov funkcie priehybu dosky w(x,y), ¢o v kone€nom désledku vedie na nelinedrnu maticu tuhosti prvku.

Uvazujme opat pravouhly Stvoruzlovy konecny prvok, ako v predchadzej Casti, avsak teraz uz so Siestimi
stupfiami volnosti uzla (obr. 9), pretoZe v rovniciach rovnovahy prvku musime zohladriovat aj membranové
posuvy uzlov (u,), a (vg); -

Prvok bude mat 24 stupriov volnosti vyjadrenych uzlovymi hodnotami v usporiadani vhodnom pre kompaktny
zapis matic prvku

vV

on oOn

={u1,u2,u3,u4,v1,v2,v3,v4,wl,w2,w3, - wi6}’

n
|

2
OO o

(8.33)



s geometrickym vyznamom podla obr. 9, t.j. ul=(uy),,u2=(uy),atd.; vi=(vy);,v2=(vy),atd.; wl=(w,),,
0’w,
0x0y

Iw,
oy

w2 =(—=);,w3=(—>);, wi=( ),, w5 =(w,), atd.

ow,

0Ox

0w,

o ow,
). By )3 By )3

(Ug)3,(vVo)s, (W )5, (

Obr. 9

Priehyb strednicovej plochy dosky budeme opat aproximovat funkciou w,(x,y) udanou v (8.24) s nezmenenymi
interpola¢nymi funkciami (8.27).

Aproximacné funkcie membranovych zloZiek posunutia bodov strednicovej plochy prvku nech su

Uo(x,y) =nul +nu2 +nyu3 +n,ud

(8.34)
Vo(X,y)=nmvl+n,v2+nyv3+n,va
s bilinearnymi interpolaénymi funkciami
mx,y)=51-8@1 -7
n,(x,y)=5(1+8@1-1)
ny(x,y)=+1+8@1+n) (8.35)
n(x,y)=31-4)(1+7)
§=x/a; n=y/b
Fyzikadlne vztahy membranovej deformacie sa [1]
m ]
c a u 0 0
0',,,:D,,,s,,,:1 251 1 0 O
Yoo wwrEnE
Y (8.36)
a virtualna praca vnatornych membrdnovych sil
h/2
own =J'5£;,Dmsmdv = (I&‘;Dmsmdxdy)dz =[ ¢! Ae, dxdy
v e % (8.37)
kde
hEDl'u 0 0O [A11 A12 o0 (I
- - 00 0
A=hD_= 1 0 12 A22 O
m 1'#2 5" o o O
B o (1-u)/2H Ho 0 A33f (8.38)
Celkova virtualna praca vnutornych sil prvku je
SW., = W™ + W, = I(ésm)T Az, dxdy + [ (3¢,) De,ds
So S (8.39)

Silové zlozky membranového zatazenia su

qu O gqn A, O ’TE
q=0q, 0=Ag,=#, A, O y O
%xy % EO 0 A33 ZE

(8.40)



a s prihliadnutim na (8.16) dostavame

2y Ay O = Dy D, 0CH& -
ow, = [{oe ey oypb e, An 0 gy oy + [{8e2 S Syg}hn Dn O (el Doy
% Ho o ayHgrg % Ho 0 DuEe g
(8.41)
Podla (8.31) a (8.32) pre virtudlne zmeny deformacii plati
2
0 08Uy , dw, 9w, 0 0o 5v2v -
D(SST U 0 0x ox Ox 0 0 580 O 0 ox O
_B..B_0O 00v, . 0w, 00w, 0 H.,H3 B 0%w, 3
0€,, =00e) O0=0 + 0 58—D5ym O0-—— 0
O, mO O oy dy Oy 0 oo % -
PrwE (06u,  ddv, . dw, ddw, = 0w, déw, 0 @YXVE D 6 sw. O
0 + + + 0 O|:|
] dy 0x Ox Oy dy Ox [] E oxdy 0 (8.42)

Na prvku budeme uvazovat len konstatny plosny tlak p (membranové zatazenie budeme kvoli jednoduchosti
predpokladat len v uzloch globalneho modelu dosky), takze pre virtualnu pracu vonkajsich sil plati

ow

ext

Ip6w0d5
S (8.43)
Ak do (8.41) a (8.43) dosadime aproximacie (8.34) a (8.24) a za virtudlne posunutie postupne vystriedame tieto

funkcie a ich membranové a ohybové vazby s jednotkovymi virtudlnymi hodnotami zovSeobecnenych uzlovych
posunuti (ostatné rovné nule), dostaneme sustavu 24 nelinearnych uzlovych rovnic rovnovahy prvku

Ke(uéu® =f¢ (8.44)

kde Ké(u€) je matica tuhosti prvku, u¢ je stipcova matica (vektor) zovieobecnenych posunuti prvku a f¢ je vektor
uzlovych zatazeni prvku od tlaku p.

Pre potreby zjednodusenia explicitného vyjadrenia ¢lenov matice tuhosti a vektora uzlovych zatazeni prvku je
vyhodné zapisat (8.44) v tvare

g(ll K12 K13 D:lu(e) D

D(Zl KZZ K23 %VS

N
31 K32 K33 e
X Vo (8.45)

kde pre ¢leny submatic plati

an an ani aﬂj O
szu I qu Ox Ox s dy dy aixdy
1 _ an an
B("f Hm _E( Hx4 .[sHL‘l Ox ay Ass ay ox %1 xely
i 1 dw, ON; dw, ON N0, on, DOw, ON; L0 w, ON; 1
qu me zjsgga L ax ax A 6y dy H e oy H ax 6y dy Ox %lxdy
O on, On; on

w2000 B
X
HX“ .[%433 0x ax 2 9y ayﬁj Y
Con. O ow, ON; dw, ON D on, w, ON; ow, ON; (]
23 - i 0 /+A +2A i 0 /+ ] J d
i B ™3 SEDElay T o o Moy oy B ok Box oy oy ox 0V

ow, aﬂ dw, 0n; O, 0N, O, ow, on; on; [
L+ d
BSM I 9x qu 0x ax s ay 6ya dy 5433 Ox Oy Ao dy Ox %’X Y

0 w, 0 0 0
H J, D)N a awo n; +A33 n; 0, oN, %\336% n; +A226W0 n; (1

e Jssox B ox oy ay wH dy ax ox dy dy

D 20 92N 20 PN 20 3PN, 92 2ND 2y 9*N, O

E e B R
6x16  JS; Q 0x dy- Ody ox~ Ody dy> ox> 3 xdy axaya

Ixdy




1 EBW [:F N, aN EBWOEF N; aNj
%“1 B3 Ana—ag%ax D““BEH #2B3 B S%E

aWO aWO EBN, aNj + aN, aN] [E

+2A d
™ 9x Oy Hox dy dy ox %ﬂx / (8.46)
Pre subvektory zatazenia prvku plati
1 -0 . 2 -0 - 3 i=
{f }4)(1 =0; {f }4x1 =05 f _.[$§pNidXdy’ =120 (8.47)

UkaZme si na prikladoch, ako mozno dospiet ku vztahom (8.46). Ak na prvok aplikujeme virtudlne posunutie

Suplx,y) =y (x,y)dull, (8.48)

z (8.41) dostaneme pre j = 1, 2, 3, 4 prvy riadok matice K!' (a analogickym vystriedanim ul s u2, u3 a u4, celd
submaticu K'*)

On;, [
D—UJD
F0x
Py Ay O 0
0on, on, oo ? ”,E on, 0 1
0 — 0 00O A, O uj dxdy =u xdy = ujK.
JsBax © 5 g A= ay Y ’fﬁalax ox 33ayaﬁj Y=
Ho 0 A,
0 O
O . O
09 g
Bo H

Rovnakym spésobom sa tvori aj o nieto komplikovanejsi prispevok od virtudlneho posunutia
dNo(X,y)=N1(X,V)de|M_1

01w, f O 0 az 0
BE aXU D O-—wj EI
0
Con, ON; . ONyON; Ny ON; - on; ON, oon A 1Daw0EfH N, PN, N, g
J.B wj wj wj + widf, A, O 269, B Ddxdy L > T L0 An
s []0X Ox dy Oy Ox Oy dy Ox DEO 0 A 2 o 0 dy axaygao 0
33 ow D
e+ 2% O ,D
Eax oy g A 6x6y A
1 %\1 Dw, [F ,, Cow, O How, ON; wo [, , Dowo T EDN, N, 9wy, dw, CON, ON; oW, O, (0
== + + + d
wif, BB, B T4z H,, Ha@x ox Dq“ﬁax H*% 55, Hgoy 3y %oy oy Hox oy oy ox %dxy
0 62N N, o°N, O°N, Oo?n, 0°N,  9°N, 0°N; U o°N, O°N
+ m D L——J+p Ny +2D N, Bf dy =wjk;
s P25 a0 P op a2 e a2 oy o B oy ordy g

8. Priklad - $tvorcova na obvode tuho votknutda nelinearna doska zatazena tlakom

Pomocou nelinedarneho prvku von Karmanovej dosky ur¢ime maximalny priehyb a znazornime priehybovu
plochu Stvorcovej dosky (obr. 10) so stranou a, = 2 m zataZzenej normélovym tlakom p = 1000 N/m?, ktora je tuho

votknutd po obvode. Hribka dosky je 0,01 m a materidlové konstanty sd E = 10" N/m?, u=0,25.

0s sym.

0s sym.




Pri vypocte pouZijeme postup, ktory sme opisali pri rieSeni prikladu linedrnej dosky. Vzhladom na tuhé votknutie
sa pocet neznamych uzlovych posunuti po zavedeni okrajovych podmienok zredukuje na jedini nezndmu (Wo)1 ,
¢o je zaroven aj maximalny priehyb v strede dosky. Sustava rovnic pre urcenie uzlovych posunuti sa takto zmenila
na jedinu nelinearnu rovnicu

(104838 +7,3746710°w1)w1l = 250 (8.49)

ktorej nelinedrny tuhostny ¢len i nahradnu uzlovu silu F od spojitého tlaku pre jediny stuper volnosti dosky urcil
program uvedeny na obr. 11. V tomto obrazku sme znazornili aj priehybovu plochu symetrickej Stvrtiny dosky od
jednotkového priehybu wl.

Nelinedrnu rovnicu (8.49) sme riesili Newton-Raphsonovou metédou [2] v jednoduchom programe na obr. 12 pre
viacej pripadov zatazovacieho tlaku. Napr. pre p = 1000 Pa program vypocital maximalny priehyb dosky

Womax = (W), =0,0022995m

Na obr. 13 sme graficky znazornili nelinearny priebeh maximalneho priehybu dosky v zavislosti od zatazovacieho
tlaku pomocou vypocitanych diskrétnych hodnét.

(* VOTKNUTA NELINEARNA DOSKA *)

Off [General: :spell];

EE=10.411; mi=0.25; h=0.01;p=1000.;

a=0.5;b=0.5;

D11=EE*hA3/(12*(1-mi*2)); D22=D11;

D12=D11*mi; D33=EE*h#3/(24*(l+mi));

Q1l1=EE/(1-mi*2);Q22=Q11;

Q12=Q11*mi;Q33=EE/2/(1+mi);

Al1=Q11*h;A12=Q12*h;A22=A11;A33=Q33*h;

r=x/a;s=y/b;

N1=1/16*(r-1)A2*(-r-2) (s-1)42*(-s-2);

Nix=D[N1, {x,2}];Niy=D[N1, {y,2}];Nixy=D[N1,x,y];

Nx=D[N1,x];Ny=D[N1,y];

w0=N1*wl;dwx=D[w0,x];dwy=D[w0,v];

f=Integrate[p*N1, {x,-a,a},{y,-b,b}];

poml=Integrate[D11*Nix*Nix+D22*Niy*Niy+D12* (Nix*Niy+Niy*Nix) +
4*D33*Nixy*Nixy, {x,-a,a}, {y,-b,b}];

pom2=0.5*Integrate[ (All*dwx*2+A12*dwy*2) *Nx*Nx+ (Al2*dwx*2+A22*dwy*2) *Ny*Ny
+2*A33*dwx*dwy* (Nx*Ny+Ny*Nx) , {x, -a,a}, {y,-b,b}];

KK=poml+pom2 ;

Print["KK = ",KK];

Print["f = ",£f];

wlx_,y 1=N1*1.0;

Plot3D[-w[x,vy], {x,-a,a},{y,-b,b},AxesLabel->{ar,as, -w}

,ViewPoint—{1.3,-2.4,2.}1;

KK = 104838.+7.37467%x 108 w1?

f = 250.

Obr. 11



NewtonRaphson[F_, uzac_, imax_, Rdov_]| := Module[{},

Rlu ] =104838%u+7.3747%1048%xu*3 —F;

i=0; u0 =uzac; ul =ul;

While[i < imax && Rdov < Abs[R[ul]], u0 =ul; ul =u0 —R[u0]/R '[u0];
i=i+1;];];

F=0;

Forlk =1, k<11,

F=F+ 250;

p=4xF;

NewtonRaphson|[F, 0, 20, 1];

Print[" p =", p, " Pa", " u = ", PaddedForm[ul 1000, {6, 4}], " mm"];

k++]:
p = 1000 Pa u = 2.2995 mm
p = 2000 Pa u = 4.2350 mm
p = 3000 Pa u = 5.7903 mm
p = 4000 Pa u = 7.0615 mm
p = 5000 Pa u = 8.1356 mm
p = 6000 Pa u = 9.0670 mm
o = 7000 Pa u = 9.8892 mm
p = 8000 Pa u = 10.6293 mm
p = 9000 Pa u = 11.3032 mm

p = 10000 Pa u = 11.9233 mm
Obr. 12

ListPlot[{{0, 0}, {1, 2.2995}, {2, 4.235}, (3, 5.7903}, {4, 7.0615}, {5, 8.1356]},
{6, 9.067}, {7, 9.8892}, {8, 10.629}, {9, 11.3032}, {10, 11.9233}},
PlotStyle - PointSize[0.02], AxesLabel —» {"tlak [kPa]",

"priehyb [mm]"}, PlotRange - {—0.2, 13}];

priehyb  [mm]

12 .
[ ]
10 o« °
[ ]
8 °
]

6 o

4 e

2 [ ]

tlak  [kPa]
2 4 6 0

Obr. 13




8. Koncept Mindlin - Reissnerovej dosky
V tejto formuldcii sa do vnutornej energie zatazenej dosky zahffia aj energia vyvolana priecnymi Smykovymi
deformaciami (skosmi vy,, a vy, ), ktora sa pri klasickych teoriach (Kirchhoff, von Karman) zanedbava. Vyzaduje si

to potreba rieSenia hrubsich dosiek, ktoré vzhladom na ich vaésiu ohybovu tuhost (narastad s trefou mocninou
hrabky) st navrhované na prenos vacésieho prie¢neho zatazenia. Vypocet tejto energie sa zjednodusuje tak, ze sa v
prie¢nych rezoch predpoklada konstantny skos (a teda aj konsStantné priecne Smykové napatie) po celej hrubke
dosky. Potom sa natocenie prie¢neho rezu zatazenej dosky v rovine xz (a analogicky aj v rovine xy) ucinkom skosu
Y,, Zmeni tak, ako je to znazornené na obr. 14 a pre funkcie posunuti bodov dosky na rozdiel od (8.1) sa

zavadzaju vztahy
ulx,y,z) = uy(x,y) +2g,(x,y)
vix,y,z) =vy(x,y) +z2¢,(x,y) (8.50)

w(x,y,z) =wq(x,y)

s nezndmymi, a na funkcii priehybu strednicovej plochy dosky w,(x,y) nezavislymi, funkciami @, (x,y) a @,xy). V

tomto modeli mierne hrubej dosky sa potom objavuje p&t neznamych poli zovseobecnenych posunuti
Uy, Vo, Wy, @, @, , kde @ a @, su uhly udavajuce rotdcie priecnych normal okolo osi y a x (obr. 14).

Obr. 14

Zviazanost rotacie normal priehybovej plochy s uhlami dotyénic k priehybovej ploche (s parcialnymi
derivaciami funkcie priehybu w,) sa takto vo vztahoch (8.50) zrusila. To je spolu so zohladnenim prie¢nych
deformadcii zakladna charakteristika modelu Mindlin-Reissnerovej dosky a zdkladné odliSenie od klasickej tedrie
dosky. Désledkom takejto formulacie funkcii membrdnovych posunuti je to, Ze napriek zohladneniu Smykovych
deformadcii a vacSich moznosti vyuZitia modelu je tvorba a programova implementacia konec¢nych prvkov Mindlin-
Reissnerovej dosky jednoduchsia ako v pripade horeuvedenych klasickych modelov (pre prvok dosky staci tzv. Cq
kontinuita - zovSeobecnené uzlové posunutia prvku neobsahuju derivacie funkcii posunutia). V deformaciach, tj. v
parcidlnych derivaciach funkcii (8.50), sa uZ neobjavia druhé derivacie funkcie priehybu wy(x,y) a naroky na
spojitost aproximacnych funkcii sa znizia. Je potom pochopitelné, Ze skoro vietky komeréné programy zalozené
na MKP, vratane ANSYSu, vyuZivaju takto formulované linearne i nelinearne doskové konecné prvky.

9. Nelinedrny prvok Mindlin-Reissnerovej dosky

Budeme postupovat rovnako ako pri nelinedrnom prvku von Karmanovej dosky, ale s uvazovanim zmenenych
funkcii posunuti (8.50). Zlozky deformdcie vSseobecného bodu dosky sa podla (8.30)

£=¢, +2€,

skladaju z deformacii od membranového zatazenia (8.31), ktoré zostavaju bez zmeny



B %+lmwog E

Cem [ 0 Ox Zaax 0

e _%;,%_@ dvy 1|:BWOEF E
"Tron o 2HeH g
ﬂ/xyg [BV0+%+%6WOD

x Oy  Ox ayE

m
)

(8.51)

ale vyznamne sa zmeni a zjednodusi deformacny prispevok od prieéneho ohybového a kratiaceho zatazenia (8.32)

U a¢ O
o —=* 0O
Oec0 o O O
B,B O 9, O
g,=0¢ O= — O
e
X 0
’ EB(bX +a&|:|

0oy ox O (8.52)

Pribudnu teraz este aj deformacie (skosy) od priecnych sil (pozri obr. 14)
ow, P O
_ %/xz E_ QD O0x X E
= =

@/yzg E%+¢y|:|

goy O (8.53)

Ako sme uviedli v Uvode tejto Casti, predpokladaju sa konstanté skosy po hrubke dosky a teda aj konsStantné
hodnoty Smykovych napati 1,, a 1, (po vyske obdiZnikového rezu je ich skutoény priebeh parabolicky). Ich silové

vyslednice (priecne sily na rezoch s jednotkovou Sirkou) potom su
=k, (h)1,, =khGY,, t,, =khGy,, (8.54)
Opravny koeficient tohto zjednodusenia k, , je zndmy z elementdrnej pruznosti (vypocet energie Smykového

napatia v ohybanom nosniku; pre obdiZnik k. = 5/6). Virtudlna praca prie¢nych $mykovych vndtornych sil na
kone¢nom prvku potom v maticovom zapise je

r [Péw odw Ok,Gh 0 CHox E

W =[(8e,) Ce,dxdy = [[—2+3 0+
int I( 87) SyXy E[D I + ¢x a ¢ D ksGhE].é%+¢[|
Doy '8 (8.55)

e
(4

Celkova virtualna praca vnutornych sil nelinedrneho konecného prvku Mindlin-Reissnerovej dosky je

W,y = Wit + Wi, + I (8.56)
kde pre treti ¢len plati (8.55) a prvé dva cleny su
O Ly lEDWoDZ o
B ox ZHaxE B
(DS, 10w, 00w, 08v, 10w, 06w, 08u, O6v, Ow, ddw, ow, ddw, (T 2 O v, 10w, [
‘SW';"‘_ Do ok ox oy 2oy oy oy ox Tox ay oy ox Cfe Ao O o 2B B D
y 2 0dy Oy dy 0x Ox Oy dy O0x DEO 0o A dy 280y 0
P 0wy | 0v, , dwg 0w,
an Ox  Ox ayg
(8.57)
O 9 0
O % O
D, O0T[H U
05 059, 959, , 959, o D 09, O
oW, = I 2 : 2 5712 Dy, 0 —~  [dxdy
0x dy oy ox dy O
Ho o b, 26,0
D&+_VD
0oy ox [ (8.58)



Vztah (8.56) obsahuje pét virtualnych posunuti du,,dv,,8w, 8¢, ,5¢,, ktoré zohravaju déleZitd dlohu pri tvorbe

matice tuhosti prvku. Explicitné vyjadrenie ¢lenov matice tuhosti je jednoduchsie, ked sa po dosadeni (8.55),
(8.57), (8.58) do (8.56) a roznasobeni, rozcleni virtualna praca vnutornych sil na sumu piatich integralov, do
ktorych sa zahrnu len ¢leny, ktoré obsahuju prislusné virtualne posunutie. Potom plati

Wi = Wy + S + TG + A + W (8.59)
kde
500 5uO (o, A Pw, I:F O &vo 1 |Z|6w0 0du, I:Bu0 Ovy awo Ow,
MW _IE ox L 6 zﬁax H Hay B A dy E dy 6x ox Oy
H 5" & (8.60)
t
S0 _ Eévo H @uo 10w, fO @vo 1 Dow, f 0dv, Du, avo Ow, Ow,y
W _egay L 6x+256x EDI-A dy H H% Ass 0x By 6x+6x dy
Swo _ Sw, %WO 5 uy 100w, O Ve , 100w, f Ow, N 0w, By, 6v0 ow, , 0w,
Wi _JE 0x Hax EAMEOX +ZHOX BE-'-AH%L Zaay a%kﬁhaax +¢X%+ 3 oy % 0x i [2% i dy
9w, Ow, B u, 100w, 0 v0 1 Dow, f EBWO Ow, By, 6v0 ow, , 0w,
* dy H@y glzgax +zﬁax Hg—AZZ oy 256y H%H( Gh +¢ %4- 3 9x % ox T ox i dy dy (8.62)
B0dg, [ 09, , o, 0 059, . [y (P nE
W = x X 4D, —~ X Dyy o+ — [T+ 5@,k ah 2o . d
int Jgfgw%)n ox Dy, ay Ell"' dy Da D"' P, K H_ @, %dx y 863
£009, O g dp, 0 009,  [Be, 00,0 mE
6Wir§?y:ID_y@1z_X+Dzz_yD+ FDyy o+ yD+6(Pyk Gha_-'-(py xdy
=00y 0" ox dy O dy 0oy %ﬂ (8.64)

Aproximacné funkcie posunutia uy,v,,w,, @,,9,5a na prvku v MKP urCuju interpolaciou uzlovych hodnét
pomocou interpolacnych funkcii prvku; zapiSeme ich v tvare

Up(x,y) = ZU,-H,-(X,V) Volx,y) = zv,-n,-(x,y)
/= J= (8.65)
wo(x,¥) = wiN;(x,y)
= (8.66)
14 14
(px(xly):zaj(bj(xly) (py(x;y):sz(bj(x;y)
=l /= (8.67)
Uzlové hodnoty tychto funkcii usporiadame do vektora
|:|ue O
ao-°d
Ove O
e U 0O T
u® =w, [|—{u1,u2,...,um,vl,v2,...,vm,wl,w2,...,wn,al,az,...,ap,ﬂl,ﬂz,...,ﬁp}
a..O0
0% O
pe O
0% O (8.68)

Ak do (8.59) dosadime aproximdcie (8.65) az (8.67) a za virtualne posunutie postupne vystriedame tieto funkcie a
ich membranové, ohybové a Smykové vazby s jednotkovymi virtudlnymi hodnotami zovSeobecnenych uzlovych
posunuti (8.68) dostaneme sustavu nelinedrnych uzlovych rovnic rovnovahy prvku

Ke(ue)ue =f° (8.69)

kde K¢(u€) je matica tuhosti prvku, u¢ je stipcova matica (vektor) zovieobecnenych uzlovych posunuti prvku a
f€ je vektor uzlovych zatazeni prvku. V blokovej forme ma tato sustava rovnic rovnovahy prvku tvar
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Integralne vztahy pre ¢leny jednotlivych submatic v piatich riadkoch matice tuhosti prvku v (8.70) mozno vyjadrit
pomocou piatich Casti celkovej virtualnej prace vnutornych sil (8.60) aZz (8.64) a dostavame

11 dn, On; on. On; []
= +A ! d
IS"HAI ox Ox > dy dy ﬁjx Y
6n ~0n. 0
_I 541 on Asz on jandy}
0x ay dy Ox
e EBn GWO oN; | awo oN; 0, 2, On; Cow, ON;  dw, ON, D]xdy
v Dax Y oax ax 2 dy H SoyHoax ay  ay ox %
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K-Z-Z - i J +A i J d
T PE= v v T
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v S5 Dax Yox ox 2 Oy Oya dy 5433 Ox 0Oy 2 dy Ox %X Y
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55 _ i J i J
=Ly S o G ke, oy
Ki]2'1 _ K;llz K;L’» - K34 Kl??: = K35 Ki4 = K45 (8.71)

Ako sme uzZ uviedli, doska je vo vSeobecnosti zatazena objemovymi silami (vlastnd tiaz, odstrediva sila),
plodnym tlakom, ciarovymi i sustredenymi silami, teplotnym zatazenim a reakénymi silami a momentami od
okrajovych podmienok pre zovSseobecnené posunutia. Sustredené sily a momenty sa zadavaju priamo do uzlov
globalneho modelu dosky, spojité zatazenia prvkov ale treba transformovat do uzlov a ich sumarny Géinok v e-
tom prvku predstavuje v (8.69) vektor vonkajsich uzlovych zatazeni prvku f¢. Prispevky spojitych zatazeni prvku

do vektora f® sa urcuju z virtudlnej prace vonkajsich sil [Lit. 1]. Napr. vonkajsie uzlové sily prvku od plosného tlaku
p dostaneme opét z (8.43)

ow;

ext

= Ip6w0d5



Z podstaty MKP pri rieSeni pevnostnych dloh vyplyva, Ze vo vieobecnosti vypoctovy model je o nieco tuhsi ako
redlne teleso (redlna konstrukcia). Pri niektorych typoch prvkov, a najméa pri hrubsej prvkovej sieti, sa vsak
zaznamenal omnoho vyraznejsi neredlny ndrast tuhosti modelu ucinkom neZiaduceho blokovania (lockingu)
deformadcii. Jeho prejavom je tiez spomalenie konvergencie a i pripadna numerickd nestabilita rieSenia ulohy.
Medzi prvky silne citlivé na tento fenomén patria aj prvky Mindlin-Reissnerovej dosky, najma ak sa vyuZivaju
interpolacné funkcie nizSieho stupna (linedrne a kvadratické) pri hrubom deleni modelu. V tomto pripade je
nositefom tohto javu neredlne vysokd tuhost vyvolana priecnymi Smykovymi deformaciami (transverse shear
locking) a to pri Stihlych (relativne tenkych) doskach. Ak napr. vyvolame priehyb dosky cistym ohybom
(okrajovymi momentami) vztah (8.53) nevie zabezpecit nulové priecne Smykové deformicie, pribudne nereélna
tuhost, ktord zmensi priehyb dosky. Analogicky problém vznika aj pri tenkych doskach s malymi prie¢nymi silami.
Korekcia tuhosti modelov takychto dosiek sa robi najcastejSie selektivnou numerickou integraciou pri vypocte
¢lenov matice tuhosti prvkov. PIna integracia sa robi pri ich vypocte z linearnej tuhosti a redukovana pri uréovani
¢lenov od priecnej Smykovej a nelinedarnej tuhosti. Existuje mnoZstvo dalSich postupov a v odbornej literature
mozno najst viacero navrhov tzv. locking free doskovych prvkov. Aby sme v doleuvedenom ilustraénom priklade
nedostali neredlne vysledky eliminovali sme priblizne vplyv tohto fenoménu pomocou jednoduchej opravy
koeficientu k, podla vztahu [Lit2]

L 14025 (8.72)
k¢ 2

€ 5h°

10. Priklad - Pravouhly Stvoruzlovy nelinearny prvok Mindlin-Reissnerovej dosky

Uvazujme opat pravouhly Stvoruzlovy koneény prvok, ako v predchadzich castiach, avsak teraz so stupriami
volnhosti uzla Mindlin-Reissnerovej dosky. Takyto prvok, s bilinedrnymi interpola¢nymi funkciami (8.35) pre vsetky
aproximacné funkcie posunuti, ma v uzloch po Styri a celkovo dvadsat stupriov volnosti (obr. 15)

Dug O
0 . 0
g4
u’ = Cwe D:{u1,u2,u3,u4,v1,v2,v3,v4,w1,w2,w3,w4,a1,az,a3,a4,ﬁ1,ﬂ2,ﬂ3,ﬂ4}T
0, o
0% 0
H% 5 (8.73)

(uu )3/(Vu )3r(Wo)3r(¢x)3/(¢y)3

Obr. 15

Pravda, v pripade potreby mozno volit aj interpolacné funkcie vysSieho stupria pre jednotlivé vektory
zovseobecnenych posunuti. V nasom priklade, aby sme mohli bez vaésej zmeny pouzZit program z
predchadzajiuceho prikladu a tiez kvoli vacsej presnosti nasho hrubého delenia, zvolime aproximacnu funkciu
priehybu strednicovej plochy dosky s interpolacnymi funkciami (8.27)
16
wo(x,¥) = wiN;(x,y)
J=1 (8.74)

¢im sa pocet stupriov volnosti prvku zvysuje na tridsat dva.

Pomocou nelinedrneho prvku Mindlin-Reissnerovej dosky uréime maximalny priehyb a zndazornime priehybovu
plochu Stvorcovej dosky (obr. 16) so stranou a, = 2 m zatazenej normalovym tlakom p = 100000 N/m?, ktora je

tuho votknuta po obvode. Hribka dosky je 0,08 m a materialové konstanty st E = 108 N/m?*, = 0,25.
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Obr. 16
Pri vypocte pouZijeme postup, ktory sme opisali pri rieSeni prikladu linedrnej dosky. Vzhladom na tuhé votknutie
sa pocet neznamych uzlovych posunuti po zavedeni okrajovych podmienok zredukuje na jedini nezndmu (wo)1 ,

¢o je zaroven aj maximalny priehyb v strede dosky. Sustava rovnic pre urcenie uzlovych posunuti sa takto zmenila
na jedinu nelinedrnu rovnicu

(1,2678110° +5,89974 [10°w1*)wl = 25000 (8.75)

ktorej nelinedrny tuhostny clen i ndhradnu uzlovu silu F od spojitého tlaku pre jediny stupen volnosti dosky urcil
program uvedeny na obr. 17. V tomto obrazku sme zndzornili aj priehybovu plochu symetrickej Stvrtiny dosky od
vypocitaného priehybu wl s programom na obr.18.

Nelinearnu rovnicu (8.49) sme riesili Newton-Raphsonovou metddou [2] v jednoduchom programe na obr. 18 pre
viacej pripadov zatazovacieho tlaku. Pre p = 100000 Pa program vypocital maximalny priehyb dosky

Womax = (W), =0,019684 m=19,684 mm

Na obr. 19 sme graficky znazornili nelinearny priebeh maximalneho priehybu dosky v zavislosti na zatazovacom
tlaku pomocou vypocitanych diskrétnych hodnét.

(* VOTKNUTA NELINEARNA MINDLIN-REISSNEROVA DOSKA *)
Off [General::spelll;
EE=10.48; mi=0.25; h=0.08;p=100000.;
=0.5;b=0.5;
D11=EE*h#3/(12*(1-mi*2)); D22=D11;
D12=D11*mi; D33=EE*hA3/(24*(1l+mi));
Q11=EE/(1-mi*2);Q22=Q11;
012=Q11*mi;Q33=EE/2/(1+mi);
Al1=Q11*h;A12=Q12*h;A22=A11;A33=Q33*h;
ks=1/(1+0.2*4*a*b/25/h*2);
r=x/a;s=y/b;
N1=1/16%(r-1)+2*(-r-2) (s-1)*2*(-8-2);
Nix=D[N1, {x,2}];Niy=D[N1, {y,2}];Nixy=D[N1,x,y];
Nx=D[N1,x];Ny=D[N1,y];
w0=N1*wl;dwx=D[w0,x];dwy=D[w0,y];
f=Integrate[p*N1, {x,-a,a}, {y,-b,b}];
poml=Integrate [ks*Q33*h*Nx*Nx+ks*Q33*h*Ny*Ny, {x,-a,a}, {y,-b,b}1;
pom2=0.5*Integrate[ (Al1*dwx*2+A12*dwy*2) *Nx*Nx+ (Al2*dwx*2+A22*dwy*2) *Ny*Ny|
+2*A33*dwx*dwy* (Nx*Ny+Ny*Nx), {x,-a,a}, {y,-b,b}1;
KK=poml+pom2;
Print ["KK = ",KK];
Print["f = ",£];
wlx_,y_]1=N1*19.684;
Plot3D[-wIx,y],{x,-a,a}, {y,-b,b},AxesLabel->{ar,as, -w[mm] }
,ViewPoint—{1.3,-2.4,2.}]1;

KK = 1.26781x10° +5.89974x10%w12

f = 25000.




NewtonRaphson[F_, uzac_, imax_, Rdov_] := Module[{},
R[u_]=1267810+%u+5.89974%1046+u*3 —F;

i=0; u0 =uzac; ul =u0l;

While[i < imax && Rdov < Abs[R[ul]], u0 =ul; ul =u0 —R[u0]/R '[ul];
i=1i+1;]:1:

F=0;

Forlk =1, k<11,

F=F+25000;

p=4xF;
NewtonRaphson[F, 0, 20, 10];
Print[" p = ", p, " Pa", " u = ", PaddedForm[ul*1000, {6, 4}], " mm"];
k++];
p = 100000 Pa u = 19.6836 mm
p = 200000 Pa u = 39.1587 mm

p = 300000 Pa u = 58.2386 mm
p = 400000 Pa u = 76.7751 mm
p = 500000 Pa u = 94.6494 mm
p = 600000 Pa u = 111.8100 mm
p = 700000 Pa u = 128.2230 mm
p = 800000 Pa u = 143.8890 mm

p = 900000 pa u = 158.8270 mm

p = 1000000 Pa u = 173.0690 mm

Obr. 18

ListPlot[{{0, 0}, {.1, 19.6836), {.2, 39.1587}, {.3, 58.2386), {.4, 76.7751}, {.5, 94.6494}
{.6, 111.81}, {.7, 128.223}, {.8, 143.889}, {.9, 158.827}, {1., 173.069}},
PlotStyle —» PointSize[0.02], AxesLabel - {"tlak [MPa]",

"priehyb [mm]"}, PlotRange - {—0.2, 200}];

priehyb [mm)]
200

150 .
100 .
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Obr. 19
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