D7 Urcenie matic prvku priamo z diferencialnych rovnic ulohy

Princip Galerkinovej metody

Analyza vacsiny uloh v technickej fyzike a v mechanike kontinua vedie na diferencidlne rovnice, ktoré treba
riesit pri urcitych okrajovych, pripadne i zaciato¢nych podmienkach. Exaktné riesenie tychto rovnic pre zloZitejsie
tvarované telesa a oblasti nie je zname a musia sa riesit pribliznymi metddami, medzi ktoré patri aj MKP.
Vysvetlime si teraz na jednoduchej jednorozmernej linearnej Ulohe prechod od diferencidlnej rovnice k jej
formuldcii v MKP.

Uvazujme diferencialnu rovnicu

d( du
——(a—j +cu—f=0 pre 0<x<lL (7.1)
dx\ dx

kde a=al(x), c=c(x), f=f(x) su vstupné data (t.j. zname funkcie) Ulohy a #(x) je funkcia, ktord treba urcit.
Vstupné data zavisia od geometrie, materidlu a "zatazenia" tejto jednorozmernej uUlohy. S touto rovnicou sa
mozZeme stretnut vo viacerych oblastiach fyziky a treba ju riesit pri prislusnych okrajovych podmienkach.

Pri pouziti MKP sa takéto teleso, resp. oblast, rozdeli na kone¢né prvky a na vSeobecnom e-tom prvku (obr. 7.1)
s n vyznacenymi uzlovymi bodmi sa hlada aproximdcia funkcie z(x) v tvare [1]

n
u®(x) = N5 (x)u5 + N3 (x)u; +...+ N5 (x)us = ZNf(x)uf (7.2)
j=1
kde N, si zname interpolacné (tvarové) funkcie prvku a u; si hodnoty hlfadanej funkcie v tzv. uzlovych bodoch

(body 1 a n su krajné body prvku, ostané su vhodne zvolené vo vnutri prvku). Ak toto priblizné rieSenie dosadime
do (7.1), rovnica vo vSeobecnosti nebude splnena, lava strana sa bude rovnat nenulovej hodnote, ktora sa nazyva
zvysok (reziduum)
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Jeden zo spbsobov, ako mozno vyzadovat nulovy zvySok r na prvku, je jeho zvazené integralne spriemerovanie
pomocou n vahovych linedrne nezavislych funkcii w;

X"
IW,e(x)re(x,uf,ug,...,u,f)dx=O i=1,2,...n (7.4)

X

¢im dostaneme n algebraickych rovnic na uréenie hodnét u; . Ak za védhové funkcie w;(x) zoberieme tvarové

funkcie NF(x)- v takomto pripade hovorime o MKP zaloZenej na Galerkinovej metdde.

Slaba forma diferencialnej rovnice
Ak do i-tej rovnice systému (7.4) dosadime zvysok (7.3) dostaneme

e

wa(x) —%(ai")’(]+cue—fe dx =0 (7.5)




Aplikovanim pravidla o integrovani per partes v tejto rovnici na jej prvy ¢len mozno vyhodne zniZit stupen
derivacie aproximaénej funkcie u®(x)

g aws e e—w,efe\dx— weadl | —o (7.6)
J dx

X

dxx

¢im sa znizia (zoslabia) aj naroky na jej spojitost . Rovnica (7.6) sa preto nazyva aj slaby tvar diferencialnej rovnice
(7.1) na elemente. V rovnici, ako vidiet, sa automaticky objavili aj prirodzené (silové, zdrojové, Neumanove)
okrajové podmienky

{wfadu} =w; (x,)Q; +w; (x,)Q; (7.7)
dx .

1

e

kde koeficient vahovej funkcie a =Q sa nazyva sekunddrna premennd (da sa odvodit z primarnej premennej

dx
u), ktorej kladny zmysel sa voli podla kladného zmyslu suradnicovej osi (obr. 7.1), ¢o zmenilo znamienko ¢lena s

Q; v (7.7). Napr. pri pevnostnej Ulohe je to osova sila, pri vedeni tepla tepelny tok atd. Vysledny tvar rovnice (7.6)
s uvazovanim n uzlov na prvku teda je

I(G%Z—X+CW u \dx=wa(xf)fe(x)dx+jglwf(xf)af (7.8)

1

Urcenie matic prvku

Predpokladajme, Ze doména diferencidlnej rovnice (7.1) je rozdelena na pevnostné konecné prvky s rovnakym
po¢tom n uzlovych bodov a pre e-ty element mame uréit maticu tuhosti K®, vektor uzlovych sil q° a vektor

vonkajsich uzlovych sil od spojitého zataZenia prvku f¢ do zékladnej rovnice rovnovahy prvku [1]
‘U =q° +f£° (7.9)

Postup je uz teraz jednoduchy. Do (7.8) dosadime aproximacnu funkciu u®(x) (7.2) postupne s vahovymi funkciami
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w; =N, wy =N, ..., wy =N, ..., w, =N,

¢im dostaneme n algebrickych rovnic pre uréenie n nezndmych hodno6t hladanej funkcie v uzlovych bodoch

ue:{u1 Uy Uy e un}T (7.10)

Vseobecna i-ta rovnica tejto suUstavy ma potom tvar
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n
ZK =Q'+ff
j=1
prei=1,2,..,nakde j-ty ¢len matice tuhosti prvku je
X, e
n dNe d
Ki=||a=" ’+NN dx (7.12)
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i - ty ¢len vektora vokajsich prvkovych sil od spojitého zatazenia



700 = | FlNgax (7.13)

a pretoZe interpolacna funkcia sa vo svojom uzlovom bode rovna jednej a v ostatnych je nulovd v (7.11) plati

DN () =af (x) (7.14)

j=1

Podrobnosti o interpola¢nych funkciach jednorozmerného prvku Nf(x;) mozno ndjst v beznych priruckdch MKP
a tiez v [1]. V lokdlnom suradnicovom systéme prvku s x (obr. 7.1) pre linearny dvojuzlovy prvok (n =2) su

A/1(7)=1—€z Ny(X) =

e

(7.15)

&>

a pre kvadraticky trojuzlovy (n = 3)

_ 2% X . ax(. % o x(. 2
Nl(x):(l—g—x)(l—%) Nz(x):g—x(l—%] /\@(x):—%[l—f—x] (7.16)
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Matice prvku urcené v lokdlnom suradnicovom systéme v pripade jednorozmernej Ulohy platia aj pre globdlny
systém so suradnicou x, pretoze pri posuvani prvku sa matice takéhoto prvku nemenia [1].

Priklad na ilustraciu postupu

K diferencialnej rovnici (alebo rovniciam) sa vo vSeobecnosti dopracujeme tak, Ze napiSeme rovnice rovnovahy
(alebo bilan¢né rovnice) pre diferencialny element vybrany myslenymi rezmi z vypoctového telesa (alebo oblasti).
Kvoli ndzornosti vykladu si rovnicu (7.1) skonkretizujeme na priklade pre jednorozmerny prut znazorneny na obr.
7.2.
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Obr. 7.2

Prut je zataZeny na tah sustredenou silou F a spojitym objemovym zatazenim g (v jednotkach sila/dizka).
Prierez je S a modul pruznosti materialu pruta E. Z prata myslenymi rezmi vyrezeme diferencialny element o dizke
dx s vyznacenim pdasobiacich sil (obr. 7.3).

N qdx
N+(dN/dx)dx
X ldx
Obr. 7.3
Zo silovej rovnovahy elementu dostavame
N g=0 (7.17)
dx
Do rovnice rovnovahy zahrnieme kostitutivnu rovnicu
N=ESe (7.18)
a vztah medzi pomernou deforméciou ¢ a posunutim
P (7.19)
dx
Dostaneme tak podmienku rovnovahy prvku v deformacnom tvare
d du
—(ES—)+g=0 7.20
KE (7.20)



¢o vlastne je vlastne $pecidlny pripad rovnice (7.1) sc=0a a = ES.
Rovnica (7.20) plati pre prut na obr 7.1 so zakladnou (geometrickou) okrajovou podmienkou

2#(x=0)=0 (7.21)

ES% _F (7.22)
dX x=L

Rovnica (7.20) spolu s okrajovymi podmienkami (7.21) a (7.22) predstavuje silnt formuldciu rovnovahy pruta.
Exaktné rieSenie diferencidlnej rovnice je v tomto pripade jednoduché. Dvojnasobnym integrovanim rovnice a
vyjadrenim integracnych konstant z okrajovych podmienok dostaneme

1 ( qxz\

a prirodzenou (silovou) okrajovou podmienkou

N3jdime teraz rieSenie Ulohy na obr. 7.2 pomocou uvedenej formulacie MKP s jedinym dvojuzlovym prvkom
znazornenom na obr. 7.4. Podla (7.2) hfadame teda linedrnu aproximaciu funkcie posunutia pruata

U (x) = NE (x)uf +NE (x)us (7.24)
us u(x) q us
)? EE‘)Se
L
Obr.7.4

Dve rovnice na uréenie posunuti uzlovych bodov u; a u$ v maticovom zapise podla (7.11) aZ (7.14) su

el 72
K3 Kz, |5 Q £

a po vyjadreni znamych ¢lenov tychto matic
ql
1 -1)|u; el |2
E.S, @l ]2 (7.26)
o lu] LR e
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PretozZe teleso na obr. 7.2 sme sa rozhodli aproximovat len jednym prvkom, rovnice (7.26) platia aj pre celé teleso
s globélnou suradnicou x a globalnymi Udajmi o telese. Treba eSte do nich zahrnit geometrickld okrajovu
podmienku

U =0 (7.27)

a dostavame

. 1 2
u =E(FL+‘77) (7.28)

Podla (7.24) a (7.15) aproximacna funkcia posunutia je

1 gL
u(x)=—(F+—)x 7.29
(x) ES( 2) (7.29)
Z vynechanej rovnice v (7.26) mozno uz teraz so znamou hodnotou u; urcit reakciu v upevnenom uzle a zo

znamych vztahov elementarnej pruznosti aj ostatné odvodené premenné ako priebeh osovej sily, pomernej
deformicie a napatia.

Porovnanie exaktnej a aproximacnej funkcie posunutia prata pre Ciselné hodnoty



E =200000 Nmm™2,S =100 mm?,L=2000 mm,q=0,6 Nmm™,F = 2000 N

uvadzame na obr. 7.5.
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Obr. 7.5

Uvedeny postup urcenia matic prvku ulohy definovanej diferencidlnou rovnicou, resp. sustavou (parcidlnych)
diferencialnych rovnic, je véeobecny a mozno ho analogicky vyuzit pri dvoj a trojrozmernych Glohach. Bez zmeny
ho mozno pouzit aj pri nelinearnych tlohach s tym, Ze sdstava rovnic pre uzlové posunutia je v takomto pripade
nelinearna a na jej rieSenie treba pouzit iteracni (Newton-Raphsonovu) metédu.

Poznanie matic vSeobecného prvku ulohy ma v MKP prvorady vyznam, pretoze dalsSi postup riesSenia je uz
rutinna zalezitost, ako po algoritmickej, tak i po programatorskej stranke [1], [2].
Nelinedrna jednorozmerna diferencialna rovnica

Diferencialna rovnica (7.1), pre uplnost doplnena teraz aj o €len s prvou derivaciu hladanej funkcie, sa
skomplikuje, ak udané funkcie a(x), b(x), c(x) a h(x) su zavislé aj od primdrnej neznamej #(x). Rovnica sa stane
nelinedrnou a ma tvar

—i{a(x,u)d—u}+b(x,u)d—u+c(x,u)u—f(x):0 pre 0<x<lL (7.30)
dx dx dx

s moznostami pre volbu dvoch okrajovych podmienok

iaj—u+h(x,u)(u—um):Q atiez U=1 (7.31)
X

kde z_ a z4, su zname parametre Znamienko plus plati pre pripad, kedy vonkajSia normala k ploske ma smer
pozitivnej osi x a znamienko minus pre opacny.

Urcenie matic prvku

Ako sme uz uviedli, pri MKP sa teleso (oblast) rozdeli na urcity pocet koneénych prvkov a na vSeobecnom e-tom
prvku (obr. 7.1) s n uzlami sa hlada aproximdcia funkcie z(x) v tvare [1]

n
u®(x)= N5 (x)u5 + N3 (x)u; +...+ N5 (x)us = ZNf (x)uf (7.32)

j=1
kde N; su zname interpolacné (tvarové) funkcie prvku a u; su hodnoty funkcie (7.32) v uzlovych bodoch (body 1an
su krajné body prvku, ostané su vhodne zvolené vo vnutri prvku). Pre uréenie n nezndmyxh koeficientov u; ai u;

mozno rovnakym postupom ako v predchadzajlcej ¢asti dostat n algebrickych rovnic (ktoré uz teraz, vzhlfadom na
charakter funkcii a, b, a c v (7.30), s nelinearne)

(K ) {u ={q°} +{f°} (7.33)

kde K¢ je prvkova matica sustavy, u® je vektor (stipcova matica) hodnét ui az u; prvku, q° je vektor uzlovych

"sil" prvku a f¢ je vektor uzlovych "sil" od spojitého "zatazenia" prvku.



Vseobecna i-ta rovnica sustavy (7.33) ma tvar

D Kiu; =aF + (7.34)
j=1
kde
e r: dN‘e dN/e e dee enje e e e e
Ki = | | abx,T)———"+b(x, TIN; —=+c{x,TINN; |dx+hN; (x N7 (x;)+h,N; (x,)N7 (x,) (7.35)
: dx dx dx
a
£ (x) = j FOXNFdx + hTENF (x;) + B, T2NF (x,) (7.36)

X

Okrajové podmienky (pre okrajové uzly okrajovych prvkov) sa urcuju podfa (7.31). Ak b=0, potom je matica K
symetrickd, v opac¢nom pripade je nesymetricka. Cleny s h, a h, sa uplatiuju len na okrajovych uzloch a to len

vtedy, ked' je tam predpisand okrajova podmienka typu termadlnej konvekcie.

Globalne matice modelu ulohy s viacerymi prvkami sa v MKP vytvaraju usporiadanou sumaciou prvkovych
matic. Pri nelinedrnej Ulohe dostaneme potom globdlnu sustavu nelinearnych algebrickych rovnic v tvare

[KU)I{U} = {F} (7.37)

kde K je globdlna tangencialna matica sustavy, U je globalny vektor uzlovych neznamych a
{F}={Q}+{f} (7.38)

je globalny vektor pravej strany sustavy. Hodnoty U sa zo sustavy rovnic (7.37) urcuju iteracne, najcastejsSie
Newton-Raphsonovou metddou [2].

Pri zostavovani globalnych matic sa postupuje rovnako ako pri pevnostnych udlohach [1], [2]. VyuzZivaju sa
kodové cisla prvkov na programovu realizaciu suctu tzv. rozsirenych matic prvkov (v dalSom ich oznacime hornym
pruhom). St to matice, ktoré sa pomocou riadkov a stipcov s nulami rozéiria na rovnaky rozmer ako maju globalne
matice, pricom ich nenulové ¢leny su cleny lokdlnych matic umiestnené v rozsirenej matici tak, aby pri scitani
spravne prispievali do globalnej matice.

UkaZzme si tento postup na jednorozmernej Ulohe s jednou nezndmou v uzle. Nech sa oblast (teleso) sklada len
z dvoch dvojuzlovych prvkov (obr. 7.6)

U, U, U
1 2 3
Obr. 7.6

takie matice K¢ a matica K su stupfia tri. Globdlnu maticu sustavy dostaneme ako stcet rozsirenych matic
prvkov (Cleny lokalnych matic vyznacime len symbolicky)

e« e« 0] [0o0o0][e o 0
K=KY+K@=|e o 0[+|0 # #|=|o o+# #
0 0 0| |0 # #| |0 # #

Analogicky dostaneme aj globalne stipcové matice na pravej strane ststavy, napr.

. (0] .
Q=QY+Q?P ={el ittt =lot#
0 # #

Jednorozmerny nelinearny prenos tepla vedenim a pridenim

Najednoduchsie typy nelinedrnej rovnice (7.30), vhodné na ilustracné priklady jej rieSenia pomocou MKP,
mozno najst pri analyze dloh ustaleného vedenia tepla v jednorozmernom modele telesa. Zaujimavy je aj prenos



tepla kombinaciou vedenia a konvekcie (prenosu tepla prudenim okolitého média). V tychto pripadoch je
primarnou nezndmou prevysujuca teplota
UsT=T(x)-T, (7.39)

kde T, je teplota média alebo (pri ¢istom vedeni) vztaina teplota. Termalne vlastnosti vac¢siny materialov su od
teploty (pripadne aj jej gradientu) zavislé, ¢o nie vidy mozno zanedbat a vedie to na nelinedrnu Glohu. Model
telesa pri takejto ulohe delime na termdine konecné prvky, pretoZze ich materidlové charakteristiky su termalne
(nie tuhostné, ako pri pevnostnej tlohe) a primarnou neznamou je prevysujuca teplota (a nie posunutie, ako pri
pevnostnej tlohe). Okrajové podmienky sa zadavaju podla (7.31).

Diferencidlnu rovnicu pre konkrétnu uUlohu dostaneme z tepelnej bilancnej rovnovahy diferencidlneho
elementu. Typickym pripadom je prut konstantného prierezu S, ktorého dizka L vyraznejiie prevldda nad
prie¢nymi rozmermi. Potom mozno uvazovat zmenu teploty len v smere osi x a riesit Ulohu ako jednorozmernd.
Nech je takyto prut obtekany médiom o teplote T.. a nech v jeho objeme vznika teplo (napriklad chemickou
reakciou alebo privodom) konstantnou rychlostou ¢ udanou na jednotku dizky. Material prita mé vodivost A(T)
a znamy je aj teplotne zavisly sucinitel prestupu tepla medzi prdtom a chladiacim médiom h(T). Pozname tiez
perimeter (obvod plochy S).

Z prata vo vzdialenosti x a x+dx myslenymi rezmi vyrezeme diferencialny element (obr. 7.8) s dizkou dx.
Rychlost tepelného toku (mnoZstvo tepla Q za jednotku &asu) vo vzdialenosti x oznaéime Q=dQ/dt a budeme
predpokladat, Ze touto rychlostou teplo do elementu vchadza. Rychlost, ktorou teplo vo vzdialenosti x+dx z
elementu vychadza je Q+ (dQ/dx)dx (je to linearizacia funkcie Q v jej okoli pomocou dvojélenného Taylorovho
radu). Na ploche pdx sa odvadza konvekciou z elementu teplo rychlostou pdxh(T)(T —T.,) a nech sa esSte v objeme

elementu tvori teplo rychlostou g udanej na jednotku dizky. Tepelna bilanéna rovnica potom je

Qdt-(Q +Z—de)dt +gdxdt — ph(T)Tdxdt =0 (7.40)
X
z ktorej dostdvame
_9Q e phT =0 (7.41)
dx
Q Q+(dQ/dx)dx
. =Y
qgax
X —|_ dx
7
Obr. 7.8

Ked uplatnime vztah medzi rychlostou tepelného toku Q a teplotnym gradientom (zndmy z elementérnej
termomechaniky)

: dr
=—AT)S—
Q (T) i

(7.42)
a zavedieme teplotnl zavislost materidlu dostaneme diferencidlnu rovnicu platnd pre priebeh prevysujicej
teploty v prute

d

ary . ~
a(l(T)Sa) +q—ph(T)T=0 (7.43)

Ak ju zapiSeme v zakladnom tvare podla (7.30)

—i(w)sﬂj +ph(T)T—g=0 (7.44)
dx dx
potom vidiet, Ze je Specidlnym pripadom rovnice (7.30) s a=A(T)S, b=0, c=ph(T), f=q.

Pre konkrétnu ulohu sa dve okrajové podmienky volia podla (7.31). Pre Uplnost poznamendvame, ze €¢len s
funkciou b, t.j. s dT/dx, by sa v v rovnici objavil len vtedy, keby sa prat pohyboval v smere osi x uréitou rychlostou.

Uvadzame eSte rozmery a Udaje o niektorych veli¢inach, s ktorymi sme sa stretli v tejto ¢asti:



Q [W] - rychlost tepelného toku (rychlost vedenia tepla)

A [Wm™K"] - koeficient vedenie tepla

h - [Wm™K™] - koeficient prestupu tepla

p - [m] - perimeter (obvod plochy)

Hodnota koeficientu vedenia tepla pre ocel je 50, hlinik 200, med' 390 [Wm™K™,
Hodnota koeficientu prestupu tepla silne zavisi od média a charakteristiky jeho prudenia:

vzduch h = 10 az 100 [Wm™K™], voda h = 500 aZ 10000 [Wm K]

Priklad na nelinedrne vedenie tepla
1. Zadanie a exaktné riesenie

Budeme riesit nelinedrny pripad jednorozmerného vedenia tepla Specidlne zvoleny tak, aby mal, pre ucely
porovnania, aj rieSenie v uzatvorenom tvare. Rozmery veli¢in kvéli jednoduchosti nebudeme pisat, pre menej
obvyklé sme ich uviedli v predchadzajicej ¢asti.

Nech jednorozmerné vedenie tepla v prute o dizke L = 1 je udané diferencidlnou rovnicou (7.44) bez prudenia

—i(T£)+1=O O0<x<1 (7.45)
dx\ dx
Okrajové podmienky nech su

. dar

Ao=Tgy =0 2 7, =2 (7.46)

Na lavej strane je teda prut izolovany (implicitne aj na bocnych stenach) a na pravej strane je predpisana
prevysujuca teplota T(L)=v2.2 prata sa po dizke spojite odobera teplo rychlostou g=-1. Treba uréit funkciu
T=T(x) arychlost, ktorou vchadza teplo do pruta na pravej ¢elnej ploche, t.j. Q(x =1) . Exaktné rie3enie Glohy je

T(x)=v1+x2 (7.47)

o ¢om sa mozno presvedcit dosadenim do (7.45).

2. Zostavenie aproximacnych rovnic MKP

Pri rieSeni Ulohy pomocou MKP rozdelime prut na urcity pocet prvkov a prvou ulohou je uréenie matice
koeficientov (v tomto pripade matice vedenie tepla) vSseobecného e-teho prvku. Zvolime linearny prvok s
tvarovymi funkciami (7.15) a dizkou ¢,. Cleny matice prvku uréime zo (7.35), kde a=T(x), b =0, c =0 a
aproximacna funkcia teploty na prvku podla (7.2) je

T¢(x)=N; (x)TF +N; (x)T; (7.48)
kde 77 a T; su teploty v uzlovych bodoch prvku. Dostaneme
crre[1 -1
e 4T [ } (7.49)
20, |-1 1

Zo (7.36) urcime ekvivalentn nadhradu spojitého "zatazenia" ¢ uzlovymi hodnotami
1
fe =¢g{i} (7.50)
2

Bilan¢né rovnice prvku (7.33) su nelinearne

erre[ 1 —1]|7f % 1
A "‘Tz[ H t}{%}m@{i} (7.51)
2, -1 1|1 Q& 3

a tato nelinedrnost sa prenesie aj do globalnych bilanénych rovnic modelu telesa. Tieto rovnice dostaneme
sC¢itanim rozSirenych matic prvkov, pricom zavedieme globalne cislovanie uzlovych hodnét. Zvolime len dva
rovnako dlhé prvky a podla horeuvedenej schémy scitavania dostaneme



L+, -n-T, o ]n] | @ £
1 . .
—| N -T, T +2L+T, —T,-T, iT,r=1Q"+Q? t+{ £+ f? (7.52)

20 )
o0 -T,-T, L+T ||T QP )

Mdame tri rovnice s tromi neznamymi T,, T, a Q?; komplikdcia ale spogiva v tom, Ze rovnice su nelinedrne
(nezndme sa nachadzaju aj v matici koeficientov) a tUloha sa musi riesit iteratne. Na pravej strane su vsetky
hodnoty okrem Q@ zndme: Q" = 0 (je to okrajové podmienka), Q" +Q!” = 0 (st rovnako velké opaéného
zmyslu), vietky ¢leny f; su rovnaké a rovné 0,5¢¢, =- 0,25 (pretoze g=-1 a ¢,=0,5). Na lavej strane pozndme

T =+/2 (je to okrajova podmienka a 2(,=1. Prvé dve rovnice po dosadeni tychto hodn6t méZzeme zapisat takto

R, =(T, +T,)T, = (T, +T,)T, +0,25=0

7.53
R, = —(T, + Ty)T, +(T, + 2T, +~/2)T, (T, +V2N2 +0,5=0 (7.33)

Z tychto rovnic uré¢ime pomocou Newton-Raphsonovej metédy T, a T, a potom z vynechanej rovnice Q% .

3. Princip Newton-Raphsonovej metddy a vypocet prikladu

Newton-Raphsonovou metédou sme sa obSirne zaoberali v [2], takZe tu uvddzame len princip, potrebny na
pochopenie spbdsobu rieSenia nelinedrnej sustavy rovnic (7.53). RieSenie suUstavy vychddza zo zvolenych
zacCiatoénych hodnét hladanych prvkovych hodnét, ktoré musia zohladnit okrajové podmienky. V nasom pripade
zvolime napr.

0.5
T, =105 (7.54)
2
Ked'tieto hodnoty dosadime do (7.53) rovnice nebudu splnené a vznikne vektor "nerovnovaznych" zvyskov
ro=r(Ty) (7.55)
Linearizovanim tohto systému dostavame
or(T,
(M) =r(r,)+ )7,
Prvu aproximaciu T, hfadame tak, aby r,(T,)=0. Potom plati
or
ﬁ(TO)(Tl -To)=-(T,) (7.56)

Po zvoleni zatiatognych (vychodzich) hodnét posunuti T, predstavuje (7.56) linedrny systém rovnic s neznamym
vektorom AT, =T, —T,. Ak matica tohoto systému je reguldrna potom jeho rieSenie je

AT, =—[K, (T))]" r(T,)

s tzv. tangencidlnou maticou tuhosti telesa (Jacobiho maticou)

_or _[aRl/aTl aRl/aTz}

=2 - 7.57
T OT |9R,/dT, 9R,/dT, (7.57)

Hladand aproximacia potom je T, =T,+AT,. Opakovanim tohoto postupu dostaneme vztah pre postupnost
aproximacii
T..=T, _|:KT (T

)7 k(T i=0,1,2,. (7.58)

vor Tmax

Ak tato postupnost konverguje, tak sa vypocet ukon&uje podmienkou pre [T, —T;| alebo |r., —r]|.
Tento proces mozno jednoducho realizovat v programe Mathemathica (obr. 7.9). Uzlové teploty prikladu su

7,] |1.000
T={7,}=1{1.118 (7.59)
T3

V2



a aproximacné funkcie teploty na prvkoch podla (7.48) a (7.15)
TW(x)=(1-2x)+2,236% 0<x<0,5 (7.60)
T@(x)=1,118(1 - 2X) + 2+/2% 0<x<0,5 (7.61)

Porovnanie exaktného a numerického riesenia je na obr. 7.10 (Mathematica 5). PresnejSia aproximaciu mozno
dosiahnut pomocou vaésieho poctu prvkov alebo pouZitim kvadratickych interpolaénych funkcii (7.16).

(¥*Vektor nerovnovaznych zvyskov:x)
R1[{T1_, T2_}] = (T1+T2)*T1 — (T1 + T2)* T2 + 0.25;
R2[{T1_, T2_}]=—(T1+T2)*T1+(T1+2.*T2+
sqrt[2]) « T2 — (T2 + Sqrt[2]) * Sgrt[2] + 0.5;

R[{T1_, T2_}] = {R1[{T1, T2}], R2[{T1, T2}]};
(xNewton—Raphsonova iteralnd procedira:s)
NewtonRaphson|[T0_, tol_, max_] :=

Module[{norma =1, i=0},

'"1"6 =T0;

Print[*?, = ", T0|;

Rep[{T1_, T2_}] = Transpose[{(?Tl R[{T1, T2}], Ompo R[{T1, T2}]}];
Print["Ktang = " MatrixForm|[K¢[{T1_, T2_}]lI;

While[And[i < max, norma > tol],

T1=T0 - (Inverse[KT[ﬁ]]).ﬁlﬁ];

Print[“a'"i+1, "=, ﬁ]’

norma = 1| (T - T0). (1 - 70) ;

If[norma <tol, Print["?"i+1, "=, MatrixForm[ﬁ[ﬁ]]]];
TO = T1;

i=i+ 1;]],'

Print["VYSLEDKY"];
(s0Od8tartovanie iterdcie so zaliatolnymi hodnotami:x)

NewtonRaphson[{0.5, 0.5}, 1072, 10];
VYSLEDKY

Tg = {0.5, 0.5}

271 —2T2_
—2T1_ 4.T2_)

Ktang = (
T, = {1.25, 1.5}

Ty = {1.025, 1.16667)
T3 = {1.0003, 1.11905}

Ty = {1., 1.11803)

-9.33594x10~"
1.96011x107°

Obr. 7.9

(1) /
T Texakt

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 7.10



Tangencialnu maticu vedenia tepla modelu mozno urcit dvomi spésobmi. Jednak ako Jacobiho maticu (7.57)
sustavy (7.53), ktord pre nas priklad je

R R
JT, OT. 2T, -2T.

K,=|_" O P 2 (7.62)
R, R | |-m ar,
a1, dT,

ako ju urcil aj program (obr. 7.9). VSimnime si, Ze je nesymetricka.

Druhd moznost, ¢asto vyuzivana v programoch MKP (napr. aj v programe NELMKP v [2] pre pevnostné prvky),
je taka, Ze sa najprv odvodi tangencidlna matica pre vSeobecny e-ty prvok a podla tohto predpisu sa v cykle cez
vSetky prvky vytvdraju tangencidlne matice prvkov modelu; z tych sa sucasne usporiadanou adiciou vytvara
globalna tangencidlna matica.

Pre ij-ty ¢len tangencidlnej matice vedenie tepla prvku pIatl'

R 9 (L ) L aTe) L aKe
"K; =_ane = ZK,me—FfJ Zk Poe TE+KE, armJ Z arm‘; Ty 4K} (7.63)
j j
a tangencialna matica linearneho prvku v je
oK}, o  OK;, oK, oK;,
aTy K +an n aT, Tle+aT;’ i TE-TE|-1 1| T8+78|1 -1
e _ e__ "2 1 1 2

- 3 . S e [1 1} 20 {—1 1} (7.64)

E)K21 ey oK;, Te 0K3, —_ 0K3, Te e e
2

1 2 1
ot ot oTy oT;

Suctom rozSirenych tangencidlnych matic oboch prvkov nasho prikladu a zavedenim globalneho (Cislovania
prvkovych teplot dostaneme opéat maticu (7.62).



