D6. Matice nelinearneho prutového prvku

V kapitole 7 prace [2] sme sa zaoberali rovinnym pratovym prvkom pre velké posunutia a rotacie. Uviedli sme,
e pre pruty (pratové koneéné prvky) s konstantnou hodnotou pomernej deformdcie po ich dizke je tvorba matic
prvku pomerne jednoduchd, pretoZe nie je nutné vyjadrovat posunutie ani deformaciu vseobecného bodu pruta.
V takomto pripade sa deformacia vyjadruje pomocou suradnic a posunuti koncovych bodov pruta. Mozno tiez
zaviest predpoklad (aproximaciu) o nemennosti prierezu prita a modulu pruznosti pocas deformacie a integraly
vykonavat po zaliatoénom objeme, resp. po zaliatoénej dizke prita. Dokumentovali sme to na tvorbe matic
rovinného prutového prvku vhodného na riesenie uloh s velkymi posunutiami a rotaciami a malymi deformdciami.
Pouzili sme Greenovu mierku deformacie a pre urcenie matic prvku sme vyuZili princip minima celkovej energie
pruta. Volba Greenovej deformacie formulaciu zjednodusila natolko, Ze ¢leny matic prvku sa dali vyjadrit
explicitne pomocou vieobecnych parametrov prvku.

Vychadzajuc z prace [Litl] odvodime teraz zdkladné matice takéhoto prvku pomocou vektorového poctu s
vyuzitim principu virtudinych posunuti. Je to elegantny, i ked trochu menej ndzorny postup, ktorym moZno
sucasne vytvorit matice rovinného i priestorového prvku.

Vektor vnutornych uzlovych sil prvku

Uvazujme tesne vedla uzlov vyrezany fubovolny prvok rovinnej pritovej konstrukcie (obr. 6.1), ktorého dizka je
v zaiatoénej (nezatazenej) polohe uréena velkostou vektora

X=X, -X, (6.1)
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Obr. 6.1
kde
X, = T,X = g
=G, X=RG (6.2)
a kvadrat dizky pruta je
2=X"X (6.3)

Pre vektor x , udavajuci dlzku pruta po zatazeni, plati

X=X+u (6-4)
kde
X=X;=X;
(6.5)
u:uj—u,

takze kvadrat dlzky pruta sa uc¢inkom zatazenia zmenil na

7 =x"x =(X+u)" (X+u) (6.6)



Teraz uz mdzeme vyjadrit deformaciu prita pomocou lubovolnej z pouzivanych jednorozmernych mierok (kap. 6
[2]); kvoli jednoduchosti zvolime Greenovu mierku

2_p2
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ktorej varidcia je

3, =5 (X+u) du==>x"éu (6.8)
Prut je myslenym rezom vyrezany zo suUstavy tesne vedla uzlov a jeho rovnovazny stav po zatazeni zabezpeduju
vnutorné uzlové sily sily g; a q; (ktoré sa v tomto pripade chovaju ako vonkajsie koncové sily pruta - pozri obr.

6.1) a pre jeho rovnovahu plati princip virtudlnych posunuti
l
oW =W, — W, = I N&egdl —q] du; —q}du; =0
0 (6.9)

PretoZe rie$ime ulohu s malymi deformaciami mozno v (6.9) integrovat po zadiatoénej dizke prita L a po dosadeni
J¢; zo (6.8) dostdvame
L

ow =J’i2(NxT)(6uj —6u,-)dL -q/éu; -q;éu; =0
o (6.10)

Transponovanie tejto rovnice a Uprava dava
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(6.11)
Po vhodnej volbe virtualnych posunuti (jednotkové a nulové) a vyjadreni integralov dostaneme dve rovnice
X L X L
i =—N—=-N-n, =N—=N-n 6.12
Q; / . a; =NT=N7 (6.12)

kde n je jednotkovy vektor v smere pruta v aktudlnej (zataZzenej) polohe. Osova sila v smere pruta pri pouZiti
Greenovej deformdcie takto je

14
Skreslenie sily N vyvolané pomerom /¢/L je pri ulohdch s malou deformdciou zanedbatelhe malé
Ak pre linearne elasticky materidl zvolime jednoduchu konstitutivnu rovnicu
N =EySoés (6.14)

potom pre vnutorné uzlové sily prata podla (6.12) plati
X X
q; = _Eosogsf q;= Eosofef (6.15)

Po dosadeni za &; a x by sa ndzorne ukdzala nelinedrna zavislost zloZiek tychto sil od zloZiek posunutia.
Pravda, v MKP sa pracuje s kompletnymi vektormi (stipcovymi maticami) prvku
R R
SE VIS T - B 1 IR e (6.16)

kde uzlové vektory su jedno, dvoj, alebo trojclenné, podla toho, ¢i sa prvok vyuziva v jedno, dvoj, alebo
trojrozmernej Ulohe. Doteraz odvodené vztahy mozno vyuzit aj s tymito vektormi pomocou matice

ol -1o
P=
F1 1
(6.17)

kde | je jednotkova matica 2x2 pri rovinnom prute a 3x3 pri priestorovom prute. Aplikaciou tejto matice v (6.3),
(6.7) a (6.15) dostaneme



2=X"X=XIPX, (6.18)

a nakoniec vektor vnutornych uzlovych sil prvku vyjadrenypomocou priestorovych (aktualnych) saradnic
o, = Eeieéé Px, (6.20)
a pomocou materialovych (zaciato¢nych) suradnic
6= E.S.E¢ P(X, +u,) (6.21)
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Tangencialna matica tuhosti prvku
Tangencidlnu maticu tuhosti prvku vyjadrime ako vztah medzi diferencidlnym prirastkom posunutia prvku
du :d(uj —u,) a diferencidlnym prirastkom vektora vnutornych uzlovych sil dq. Podla (6.14) a (6.15) dostavame

= xIN_N =N Ny, -
dg; = XL de— Efdu+L|Hd(uj u,)

(6.22)
dq; =-dq; (6.23)
a pre derivaciu N podla zlozZiek u s ohladom na (6.14) a (6.7)
d_N:Eeseﬂ:Eefe (XT+uT):E‘52SE xT (6.24)
du u . .
Po dosadeni tohto vyrazu do (6.22) a (6.23) dostdvame vysledok
g, 0 U s Oxx” —-xx"0 ny _Uoiu,0
dq, =0, [FO-5°0 O+—PO0, - (FKGdu,
da,5 02 Bxx’ xx" g L OoFYQ (6.25)

kde K¢,, je tangencialna matica prvku vyjadrena pomocou priestorovych (aktudlnych) suradnic prvku (6.4), pricom
prva matica v tomto vztahu sa nazyva matica materidlovej tuhosti a druhd je matica geometrickej tuhosti.
Maticu tuhosti prvku vyjadrend pomocou materidlovych (zaciatocnych) suradnic dostaneme, ked do (6.25)
dosadime (6.4)
K® =K +K¢ +K¢, (6.26)
Je zloZena z linedrnej matice tuhosti
Es OXX' -xXx"O

K§ =< O
T T
> BXXT XX F (6.27)
matice tuhosti zaciato¢ného posunutia
Es 2 Xu +uX" +ud’ —(XuT+uXT+uuT)E
e _Ceve [] C
oL E—(Xur +uX’ +uuT) Xu" +uX” +uu’ E
(6.28)
matice tuhosti zaciato¢ného napatia
N N O -0
Kg_ =——€¢p=_—¢ | | 0
L, Lo U (6.29)

Matica K¢ sa vyuZiva pri tzv. totalnej Lagrangeovskej formuldcii a rieSeni pratovych konstrukcii pomocou MKP.

Totdlna a aktualizovana Lagrangeovska formuldcia

Pri numerickej analyze nelinearnych uloh pomocou MKP sa vonkajsie zatazenie obyc¢ajne rozdeli na casti a
Uloha sa riesi vo viacerych zatazovacich krokoch. Dévodom je bud' to, Ze vonkajSie zatazenie ma nelinedrny
priebeh, alebo situacia, kedy iteracnd procedira nie je schopna s plnym zatazenim konvergovat v jednom



zatazovacom kroku. Pri Lagrangeovom popise nelinearneho deformacného pohybu telesa sa v takomto pripade
vyuzivaju dve zakladné formulacie na urcenie jeho deformacného a napatového stavu:

e totalna Lagrangeovska formuldacia (TLF)

e aktualizovana (updated) Lagrangeovska formulacia (ULF)

V oboch formuléciach sa pri aktudlnom ztaZzovacom kroku vyuZiva vztazna (znama) konfiguracia. Pri TLF vsetky
veli¢iny (posunutia, sily, napatia) sa vyjadruju pomocou zaciatocnej nemennej konfiguracie a mierami deformacie
a napétia su najcastejSie Green-Lagrangeov tenzor deformacie a druhé Piola-Kirchhoffovo napatie. Pri ULF sa v
aktudlnom zatazovacom kroku upravuje geometria z predchddzajiceho kroku, ktord potom slizi ako vztaina
konfiguracia pre dalsi zataZovaci krok. PretoZe takto pri ULF je vztaznad konfigurdcia zdeformovand, miery
deformdcie a napatia su logaritmicka alebo Almansiho deformadcia a Cauchyho napatie. Obe metédy vypoctu maju
svoje vyhody i nevyhody a volba formulacie zavisi od typu Ulohy a pouzitého materidlového modelu.

RieSenie nelinearnej prutovej sustavy pomocou totalnej Lagrangeovskej formulacie

Princip TLF si ukdZzeme na priklade numerického rieSenia jednoduchej geometricky nelinearnej prutovej sustavy
s velkymi posunutiami a rotdciami, ale malymi deformdciami. Pre potreby programovania vyjadrime najprv
explicitne vektor vnutornych uzlovych sil a tangencidlnu maticu lubovolného prvku rovinnej prutovej konstrukcie,
ktory sa v nezatazenom stave nachadza v zacdiatocnej (referencénej) konfiguracii urcenej stdradnicami uzlovych
bodov iaj (obr 6.1). Po zataZzeni sa prut dostane do aktudlnej polohy a zlozky posunuti uzlovych bodov, ktoré
vzniknu pri tomto premiestneni, usporiadame do vektora

R Y V;HT (6.30)

Ak zavedieme X, =X,-X;, Y;=Y;=Y,, u;=u;-u;, v;=v;—-v;, potom pre kvadraty dizok nezatazeného a
zatazeného pruta plati
2 _ 2 2
L= in +in
2 2
gze :(in +uji) +(in +Vji)

Zo zmeny dizky prita mozno vyjadrit Greenovo pomerné predizenie pruta v aktuéinej polohe

2 _p2
£ = KEZLZLE (6.31)
e
Zo (6.21) dostdvame vektor vnutornych uslovych sil prvku
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(6.32)
kde ky =(X; +u;)/L,, k, =(V; +v;)/ L, a vzhladom na malé deformacie sme pre napdtie pruta zaviedli o; = E.&;.
Tangencialnu maticu prvku a jej ¢asti mozno vyjadrit zo vztahov (6.26) az (6.29)
Ke :Ke +Ke +KE :Eese EA _AD Eese EB _BD 580'2 EI _IE
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e e e (6.33)
kde
X Ox2  x.v,C
A:XXT:%J %@; vED "2 C
ji @(Y Y: E
! S (6.34)
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B =Xu +uX’ +ud’ = B 2X 5 * U XV + Yt +uv; D
2
BV *Yillji ¥ UV Vv tvi B (6.35)

Pri TLF nie je potrebné vyclefiovat z materialovej matice prvku maticu zaciato€nych posunuti a plati
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(6.36)
Vypocet prutovej ststavy v programovom prostredi Mathematica

Odvodenie vektora vnuatornych uzlovych sil a tangencidlnej matice elementu uZ umoZfiuje vytvorenie
nelinedrneho programu MKP pre rieSenie telies tvorenych z takychto prvkov. Vo zvolenom programovacom
prostredi je to uz len otazka algoritmizacie a programovania. V [2] sme prvok zaradili do fortranovského programu
NELMKP, tu ho vyuZijeme na tvorbu jednoduchého programu v programovacom prostredi beZne pristupného
systému Mathematica. Zaklad programu aj priklad preberdme z [2], ale program sme upravili pre pracu s
viacerymi zatazujucimi krokmi kvoli demonstracii totalnej Lagrangeovskej formulacie.

Pre prutovl sustavu na obr. 6.2 treba urcit posunutie pbsobiska sily F a velkost sil v prutoch, ked' je dané a =
1000 mm, h = 50 mm. Material a prierezy prutov st rovnaké s hodnotami £ = 200000 MPa, S = 100 mm? . Ulohu
treba riesit a vysledky vypisat v jednom behu pre hodnoty sily F = 2000, 3000 a 4000 N. V programe treba pouzit
totdlnu Lagrangeovsku formulaciu.
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Obr. 6.2
Program na riesenie ulohy a vypocitané vysledky
(* PODPROGRAMY/FUNKCIE PROGRAKU
(* Vektor vnutornych uzlovych sil telesa/konstrukcie *)
VektorVnutUzISil [a_,h ,c ,d ,E0 ,SO ,u ,v_,print_]:=Module[{q},

q=Table[0,{2},{1}];

gel=Vektorqge[0,0,a,0,0,0,u+c,v+d,E0,SO,print,1] ;
g=AdiciaVnutUzISil[ge1,{0,0,1,2},q];
ge2=Vektorge[a,0,2a,0,u+c,v+d,0,0,E0,S0,print,2 1;
g=AdiciavnutUzISil[ge2,{1,2,0,0},q];
ge3=Vektorge[a,0,2a,-h,u+c,v+d,0,0,E0,S0,print, 3];
g=AdiciavnutUzISil[ge3,{1,2,0,0},q];

Return[q]];

(* Vektor vnutornych uzlovych sil prvku *)
Vektorge [Xi_,yi ,xj_,yj_,ui_yvi ,uj_Vvj ,E0 ,SO_,print_,el_ =
Module[{xji,yji,uji,vji,LO,L kx,ky,qe},
Xji=X]-Xi;Yji=yj-yi;uji=uj-ui;vji=vj-vi;

L=Sqrt[(xji+uji)*2+(yji+vji)*2];LO=Sqrt[xji*2+y 2],
eG=(L"2-L0"2)/(2*L0"2);

sigG = EO*eG;

If[print==1,Print["NG" el," =", S0*sigG, " n"] 1;

kx=(xji+uji)/LO;ky=(yji+Vji)/LO;
qe=S07sigG*{-kx}.{-ky}.{kx}.{ky}};
Return[ge]];




(* Prispevok prvku do vektora vnatornych uzlovych sil
AdiciavVnutUzISil [pe_,kod_,p_]:=Module[{i,ii,neldof,q},q=p;
neldof=Dimensions[kod][[1]];

For[i=1,i <neldof,i++,ii=kod[[i]];
If[ii>0,q[[ii, 1]]+=pel([i, 1]11I;
Return[q]];

(* Tangencialna matica telesa/konstrukcie *)
TangMatTelesa [a_h ,c ,d ,EO0 ,SO ,u v ]=
Module[{Kel,Ke2,Ke3,K},K=Table[0,{2}{2}];
Kel=TangMatPrvku[0,0,a,0,0,0,u+c,v+d,E0,SO];
K=AdiciaMaticPrvku[Ke1,{0,0,1,2},K];
Ke2=TangMatPrvku[a,0,2a,0,u+c,v+d,0,0,E0,S0];
K=AdiciaMaticPrvku[Ke2,{1,2,0,0},K];
Ke3=TangMatPrvku[a,0,2a,-h,u+c,v+d,0,0,E0,S0];
K=AdiciaMaticPrvku[Ke3,{1,2,0,0},K];

Return[K]];

(* Tangencialna matica prvku *)
TangMatPrvku [xi_,yi ,xj_,yj_,ui_vi ,uj_vj ,EO0 ,S0 ]:=
Module[{xji,yji,uji,vji,LO,L,kx,ky},
Xji=X]-Xi;Yji=yj-yi;uji=uj-ui;vji=vj-vi;
L=Sqrt[(xji+uji) 2+(yji+Vji) 2];LO=Sqgrt[xji*2+y
eG=(L"2-L0"2)/(2*L0"2);
sigG= EO*eG;
kx=(xji+uji)/LO;ky=(yji+Vji)/LO;
konst=E0*S0/L0"3;
KeMat=((E0*SO)/LO)*{{kx*kx, kx*ky, -(kx*kx), -(

{kxky, ky*ky, -(ky*kx), -(
{-(kx*kx), -(ky*kx), kx*kx,
{-(kx*ky), -(ky*ky), ky*kx,
KeGeo=((S0*sigG)/L0)*{{1,0,-1,0},
{0,1,0,-1},
{-1,0,1,0},
{0,-1,0,1}}
KeTang=KeMat+KeGeo;
Return[KeTang];];

(* Prispevok prvku do tangencialnej matice telesa/konstrukcie
AdiciaMaticPrvku [KeTang_,kod_,Km_]:=
Module[{i,},ii,jj,NVE,K},K=Km;

NVE=Length[kod];

For[i=1,i <NVE,i++,ii=kod[[i]];
For[j=i,j <NVE,j++,jj=kod[[j]];
If[ii>0&&jj>0,K[[jj,ii]]=KI[[ii,jj]l +=KeTang|[

Return[K]];

(* Itera &né rieSenie sustavy nelinearnych rovnic Newton-Raph
NewtonRaphson  [uO_,tol_,max_]:=Module[{norma=1,i=0},
ux={uO[[1]],uO[[2]]};

Ktang[{u_,v_}]=K;
While[And[i<max,horma>tol],
ul=ux-(Inverse[Ktang[ux]]).R[ux];
norma=Sqrt[(ul-ux).(ul-ux)];

telesa/konstrukcie )

jin2];

kx*ky)},

ky*ky)},
ky*kx},

ky*ky}};

")

LTI

sonovou metédou

ux=ul;
i=i+1;]
Print[* Po cet iteracii = ",i-1];
Print[* Vysledny vektor nerovhovaznych sil R'i-1," = " R[ux]];

Print[" Prirastok posunuti usLi-1," ="ux]; |;

")




(* VLASTNY NUMERICKY VYPOET *)
F=0; a=1000; h=50; E0=200000; S=100;
AF[1]=2000;
AF[2]=1000;
AF[3]=1000;
U[1]=0;
V[1]=0;
Print[" VYSLEDKY VYP@TUY;
(* Cyklus s tromi za tazujacimi krokmi *)
For[i=1,i<4,
Print[" krok =",i];
F=F+  AFTi];
g=VektorVnutUzISil[a,h,U]i],V[i],EO,S,u,v,0];
RI{u_,v_}H={q[[L]][[1]].qll2]I[[1]]-F};
K=TangMatTelesala,h,UJi],V[i],EO,S,u,v];
Iteracia =NewtonRaphson[{0.,0.},0.001,30];
Uli+1]=U[i]+ul[[1]];
VIi+1]=V[il+ul[[2]];

Print[" Vysledné zlozky posunutia vo Iného uzla a sily v pratoch "
Print("* U= "U[i+1]," mm"" V= "VJi +1]," mm"];
g=VektorVnutUzISil[a,h,U[i],V[i],EO,S,ul[[1]],ul[[2] 1,.1];
i++];
VYSLEDKY VYP@TU
krok =1
Po cetiteracii= 5
Vysledny vektor nerovnovaznych sil R5 =
-6.72658 x10°, 2.35265 x10°
Prirastok posunuti U5 = {0.542913,25.9424}
Vysledné zlozky posunutia vo Iného uzla a sily v prutoch
U= 0542913 mm V= 25.9424 mm
NG1 = 17591.3 N
NG2 = -4125.22 N
NG3 = 21762.8 N
krok = 2
Po cetiteracii= 3
Vysledny vektor nerovnovaznych sil R3 =
2.54659 x101°,1.5109 x10%°
Prirastok posunuti U3 = {0.164869,6.27864}
Vysledné zlozky posunutia vo Iného uzla a sily v prutoch
U= 0.707782 mm V= 32.2211 mm
NGl = 24542.6 N
NG2 = -3768.66 N
NG3 = 283814 N
krok = 3
Po cetiteracii= 3
Vysledny vektor nerovnovaznych sil R3 =
3.79077 x107°,-2.06683  x10*°
Prirastok posunuti U3 = {0.141086,5.01706}
Vysledné zlozky posunutia vo Iného uzla a sily v pratoch
U= 0.848868 mm V= 37.2381 mm
NG1 = 30851.3 N
NG2 = -3103.38 N
NG3 = 34049.6 N

Blizsie informacie o programe i priklade mozno najst v [2]. Tu uvadzame len niekolko zékladnych poznamok.
Predovietkym si treba viimnut vykonnd &ast programu s nazvom VLASTNY NUMERICKY VYPOCET. Vsetko



predtym su funkcie programu, ktoré su volané so zadanymi hodnotami z tejto casti. Po zadani vstupnych hodnét
sa rozbehne cyklus troch zatazovacich krokov. V prvom cykle so silou F = 2000 N sa vytvoria vztahy pre globalny
vektor vnutrnych uzlovych sil g a globalnu maticu tuhosti K s nezndamymi zlozkami posunutiami volného uzla u a
v. Zavolanim funkcie NewtonRaphson so zaliatocnymi nulovymi hodnotami u a v sa rozbehne Newton-
Raphsonova iteracia a vypocitaju sa a vypiSu prirastky u a v pre prvé zatazenie F = 2000 N. Zavolanim funkcie pre
vypocet g s tymito hodnotami sa vypocitaju a vypisu sily v prutoch pre prvé zatazenie. Potom sa cyklus opakuje s
novou hodnotou sily F, ale vo vektore q, vektore nerovnovaznych uzlovych sil R a matici K sa uz zohladnia
vypocitané hodnoty posunuti. Zaciato¢na konfiguracia prutovej sustavy (ur¢ovana z hodn6t a a h), ako vidiet z
volania funkcii g a K, sa pri TLF nemeni. Vzhladom na typ ulohy a mald mieru nelinearity, mozno vysledok pre
silu F = 4000 N dosiahnut aj v jednom kroku a vysledok je rovnaky [2], ¢o zaroveri aj potvrdzuje spravnu
programovu aplikaciu TLF.
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