D3 KINEMATIKA KONECNYCH/VELKYCH DEFORMACII

1. Pohyb telesa. Materidlové a priestorové stradnice

Deformovatelné teleso v mechanike kontinua predstavuje spojitu oblast materialovych bodov
(materidlovych Castic), ktord v procese zatazovania vykonava v priestore vo vSeobecnosti zloZity
pohyb. Tento pohyb moZno myslene rozlozZit na pohyb telesa ako tuhého celku a jeho deformdciu,
vyvolanu zmenou vzdialenosti medzi bodmi telesa. Kinematika Studuje a opisuje tento pohyb bez
ohladu na vonkajsie a vnatorné sily, ktoré tento pohyb vyvolavaju. Keby sme tuto problematiku
nezlzili pre nase potreby, museli by sme hovorit o oblasti kontinua a nie o telese, o pohybe ¢astic
kontinua a nie telesa a museli by sme rozsirit Uvahy a vztahy aj do oblasti fluidnej mechaniky a
termomechaniky.

Nazvime suhrn materidlovych bodov tvoriacich model telesa v Case t jeho konfigurdciou.
Konfigurdcia bez deformdcii v ¢ase t=0 nech je zaciatocnou konfiguraciou telesa. Polohu
materialovych bodov v zaciato¢nej konfiguracii budd uréovat v kartézskom sdradnicovom systéme s
bazovymi (jednotkovymi) vektormi E, (obr. 1) tzv. materidlové (Lagrangeovské) suradnice

X = X,E, (3.1)

V zaciato¢nej konfiguracii budeme materidlové body telesa oznacovat velkymi pismenami a ostatné
veliCiny indexom nula: objem V;, plochu S, dlzku 7, hustotu materidlu g, .
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Obr.1

V procese zataZovania sa teleso deformuje a posulva v priestore a v ¢ase t materidlové body
zaujimaju polohu udanu priestorovymi (Eulerovskymi) siradnicami

X = X;€; (3.2)
kde x; su zloZzky polohového vektora bodu v tejto tzv. aktudinej konfiguracii. Polohové vektory bodov
v aktudlnej konfiguracii, ako vidiet z (3.2), méZzu byt vyjadrené v inej baze - udanej e;, budeme v3ak
uvazovat zhodnost E; a €;; pri niektorych veli¢inach viak ponechdme ich rozdielne oznacenie, aby

sme vyjadrili prislusnost danej veli¢iny ku zacdiato¢nej alebo aktualnej konfiguracii telesa. V aktualnej
konfiguracii budeme oznacovat objem V, plochu S, dizku ¢ a hustotu p.

Zlozité fyzikalne vztahy medzi zaciato¢nou a aktudlnou konfiguraciou budeme skimat teraz len z
kinematického hladiska, takze funkciu vyjadrujicu polohu bodov v aktudlnej konfiguracii mozno
vyjadrit v tvare

x =x(X,t) (3.3)



Zapis pohybovej vektorovej funkcie X(X,t) na pravej strane tejto rovnice je sice nazorny, ale

oznalenie je totozné s oznadenim polohového vektora bodu, a preto sa mbime stretnut aj s
ekvivalentnym zapisom pohybu telesa v tvare

x = ¢g(X,t)=x(X,t) (3.4)
kde (D(X,t) je funkcia popisujica (mapujuca) tento pohyb.

Ak si zvolime materidlové suradnice X a ¢as t za nezdvislé premené - takto vystupuju napr. v
rovniciach (3.3) a (3.4) - potom takyto popis pohybu sa nazyva materidlovy alebo Lagrangeovsky a
hovorime o Lagrangeovskej (materidlovej) formuldcii. V takomto pripade ak si v zaciatocnej
konfigurdcii vyznac¢ime fubovolny materidlovy bod P so suradnicami X, potom vo vieobecnosti

nelinedrna funkcia xp(t) = (o(XP,t) urcuje zakrivenu pohybovu drahu (cestu) materidlového bodu P
(jeho polohového vektora) pocas vySetrovaného pohybu telesa. Pre urcity konkrétny nemenny Cas t,

funkcia x = (D(X,tn) zase udava deformovanu konfigurdciu telesa v tomto Case.

Pri Lagrangeovskej formulacii a rieSeni ulohy m6Zme teda sledovat pohyb a deformaéni zmenu
telesa od zaciatocnej konfiguracie aZz po aktudlnu, ¢o je nevyhnutné pri tlohach, ktoré su z nejakého
dovodu (napr. materidlového) od tejto cesty zavislé, nehovoriac o tom, Ze je pritom obycajne
potrebné poznat aj zdeformovany tvar telesa.

MozZna je aj formuldcia ulohy, kedy nezavislé premenné su X a t, a ktord sa nazyva priestorovd
alebo Eulerovska formulacia. S takymto opisom pohybu castic kontinua a naslednou formulaciou i
rieSenim Ulohy sa modzeme stretnit hlavne vo fluidnej mechanike. Nezavislym priestorovym
suradniciam sa viak niekedy neda vyhnut ani pri nelinedrnych pevnostnych ulohach, kde sa preferuje
Lagrangeovska formulécia, najma pri tvorbe konstitutivnych rovnic (vztahov medzi deformaciou a
napatim). Pravda, jednoznaénd vidzba medzi fyzikalnym vztahom vyjadrenym pomocou jednych alebo
druhych suradnic vyplyva z pohybu telesa, ktory je , samozrejme, na slradniciach nezavisly. Je teda
mozné transformovat kazdy vztah z jedného systému suradnic do druhého - nie je to vsak vidy
jednoducha zaleZitost.

2. Deformacny gradient. Natiahnutie (stretch)

V predchadzajucej Casti sme ukdzali, Ze ak si v zaciato¢nej (nedeformovanej) konfiguracii zvolime
vSobecny bod s polohovym vektorom X, potom jeho polohu v aktualnej (deformovanej) konfiguracii
urcuje vektor X = (D(X,t) = X(X,t) . Nelinearnu vektorovu funkciu @ mozno v okoli bodu X rozvinut

do skrateného Taylorovho radu (linearizovat v okoli tohoto bodu) pri nemennom ¢ase t
AX+dX,t) = g X,t) + Dy g X, 1) @X +0(dX?) (3.5)

kde vyraz
F(X,t) =0y X,t) =0yx(X,t) (3.6)

sa nazyva deformacny gradient. Pretoze je to gradient vektorovej funkcie, je to tenzor 2. radu

F(x,t):wzi s ax,(X,1)

e, UE,
oX S5 9%

(3.7)

Pri deformacnom pohybe telesa sa Usecka dX spajajuca dva susedné materidlové body X a X+dX
premiestni a zmeni na Usecku dx (obr. 1) pricom plati

dx =x (X +dX)-x(X) =FdX (3.8)

Deformacny gradient podla (3.8) obsahuje v sebe délezitl informaciu o deformacii (natiahnuti a
natoceni) materialovej Usecky dX po jej deformacnej transformacii na dX , o je vlastne informacia



o deformdcii v okoli bodu, ktory je v zaciato¢nej konfiguracii uréeny vektorom X. Udaje o

priestorovom posunuti (premiestneni) tohto bodu urcuje vektor posunutia u(X,t) =X(X,t)—X (vid'

obr. 1) a potom pre deformdciu usecky dX tiez plati

dx =FdX :a_de :M
oX oX

dX =(1+D)dX (3.9)
kde | je jednotkovy tenzor a D je tenzor derivdcii posunutia alebo tenzor gradientu posunutia
(displacement-derivative tensor, displacement gradient tensor).

Pre potreby algoritmizacie a pripadného programového spracovania, ale aj kvéli vacsej nazornosti,
je uzitoéné zapisovat doélezité tenzory vo forme matic. Deformacny gradient podla (3.7) je

Lox, 0xy. %E [Px O0x OxLC
X, X, ox, ¢ x or oz-
FoDn . 060 [y o oyr
% 0X, 0X3[ BBX oy azE
Cox, ox; ox, 0 P2 0z 0z¢
X, ox, ox,o DX oy ozE

(3.10)
a matica tenzora derivacii posunutia podla (3.9)
Duy 0w B pou ou QuD
5)(1 0X, aXsD @ oy ozU
O
p-Pw 0w 0 v v dvp
X, 0X, 0X; Lox oy az%
E5u3 dus 6u3g w d_w d_wD
X, 0X, 0X,g BOX oY 0zQ (3.11)
Z (3.9) vyplyva vztah
F=1+D=I1+0yxu (3.12)

ktory je v MKP zakladnym zdrojom uréovania deformacného gradientu v integrac¢nych bodoch prvkov
vypoctového modelu telesa. V iterathom procese vieme totiz v konecnych prvkoch vyjadrit

aproximacné funkcie zloZiek posunuti u(X,Y,Z,t) a z nich aj potrebné derivacie do (3.11). Z hladiska
MKP mozeme tenzory D a F v dal3ej analyze kinematiky deformacie povazovat za zname veliciny.

3. Miery deformacie

Uvazujme v zaliatoénej konfiguracii telesa &arovy element dX s dizkou dL, ktory sa G&inkom
deformaéného pohybu telesa natiahne (alebo skrati) na dx o dizke d/ a vo vieobecnosti sa aj nato&i.
Podla (3.9) plati

_OX

dx =—dX =FdX (3.13)
oX
Po vydeleni oboch stran tohto vztahu si¢inom dLd?¢ dostdvame
an=2%N=FN (3.14)
oX
kde
N LS n =d_x (3.15)

= a
dL d/



su jednotkové vektory, ktoré urcuju smery Ciarového elementu pred a po deformadcii. Koeficient
natiahnutia (stretch ratio) alebo pomerné natiahnutie A uréuje pomernt dlzkovi zmenu elementu

jodt

= (3.16)

Rovnicu (3.14) upravime tak, Ze na oboch strandch urobime skaldrny sucin vektorov so sebou samym
(An)diAn) = (FN){FN)
a postupnou Upravou dostavame

(An)tn) = A*(nm) = A% = (FN) {{FN)

— T
=N[F' (FN) (3.47)
=NIOF'F) N
=NICN
kde, ako vidiet, pre tzv. pravy Cauchy-Greenov tenzor deformdcie plati
C(Xt)=FF (3.18)

Dostali sme tak jednu z pouZitelhych mier deformdcie telesa namahaného priestorovou napatostou.
Ak v zaciatocnej (referencnej) konfiguracii zaddme smer N pre cCiarovy element dX, potom tenzor
C umoziuje urcit natiahnutie A tohto elementu po jeho deformacnej zmene na dx v aktudlnej
konfigurdcii.
Délezity a Casto vyuZivany tenzor deformacie dostaneme z analogickej analyzy rozdielu kvadratov
dizok df a dL
df® —di* = (dx [@x) - (dX [@X)
= (FaX)[{FdX) - (dX @X)
= dXF" (FdX) - (dX @X)

(3.19)
= dX [{CdX) - (dX [@X)
=dX[fC-1)dX
= dX REdX
kde
E(X,t)=>(C-1)=>(FF -] (3.20)
2 2

je Green-Lagrangeov tenzor deformdcie. Vyuzitim inverzného vztahu (3.9) a analogickym postupom
(ale teraz vylu¢enim X) by sme dostali Almansiho (Eulerovsky) tenzor deformdcie, ktory je funkciou
priestorovych suradnic

1
e(x,t)—E(l—b 1) (3.21)
kde

b=FF" (3.22)
je lavy Cauchy - Greenov tenzor deformdcie.
Pretoze sa zaujimame o deforméciu telesa, budeme sa v dalSom predovsetkym venovat

Lagrangeovym mieram, ktoré su funkciou materidlovych suradnic, a to hlavne Green-Lagrangeovmu
tenzoru deformacie E, ktory sme vyuzivali v [2]. Jeho hlavné vlastnosti moZzno zhrndt takto:

e Je to symetricky tenzor a jeho nezavislé ¢leny mozno po rozpisani podla vztahov (3.20) a (3.12)
vyjadrit v pseudovektorovom tvare (vhodnom pre maticové operacie a programové spracovanie)
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e Mozno dokazat, Ze je nezavisly na Cistej rotacii telesa ako tuhého celku, ¢o je prirodzena
poziadavka na mieru deformdcie. UvaZzujme nedeformované teleso v zaciatocnej konfiguracii, ktoré
sa pohybuje ako tuhy celok. Takyto pohyb mozno zlozit z rotacie okolo zadiatku sturadnicového
systému a z Cisto translacného pohybu

x(X,t) =R(t)X+x(t) (3.24)

rnrararariri

(3.23)

kde R je tenzor rotdcie a X; je vektor translatného pohybu. V takomto pripade ale podla (3.7) plati

F=R a k deformacii neddjde, lebo z definicie Green-Lagrangeovho tenzora deformacie (3.20)
dostaneme

Larno ) lon 2
E—E(R R |)-2(| )=0
kde sa zohladnilo, Ze R je ortogonalny tenzor.

* Je zovSeobecnenim jednoosového Greenovho pomerného predlzenia &; :%(/l2 —1), ktoré z neho

dostaneme pri Cistej jednoosovej deformacii. Vtedy deformacny gradient podla (3.10) je

[@¢/dL 0 OC
_U C
F_D 0 1 0[
HoO 0 1F
a z (3.20) dostavame
Tw/dl 0 o@r/d 0 og o o o 3{A7-1) o oF
E:l(FTF—l)zlED 0 1050 1 o0F 1o0H=0 o o0 oC
2 2 (D) O O C
o o0 1FH o0 o0 1 ® 0 1 g o OOE()
3.25
Pri vSeobecnej deformdcii podla (3.19) plati
%(dﬁz —sz) = dX [EdX (3.26)
a po vydeleni s dI*
2_ 42
df—zdL:%[E% . ngl(Az—l):N[EN (3.27)
2dL dL dL 2



kde N=dX/dL uddva zvoleny (udany) smer elementdrnej dse¢ky d X vychddzajicej z bodu X
zaCiatoCnej konfiguracie telesa.

Takto pre elementéarnu Usecku transformovanu do aktualnej konfiguracie dx =FdX mézno z F urcit
Greenovu deformaciu a pomocou (3.14) alebo (3.15) aj jej smer n ..

Priklad 1 Analyza deformdcie pomocou deformacného gradientu

Rovinna Stvorcovd materidlova castica svelmi malymi (teoreticky nekonecne malymi)
jednotkovymi rozmermi umiestnend kvoli jednoduchosti v zaciatku suradnicového systému podla

obrazku
A
XZ XZ
B A
A
1 »
O X1 Xy
\4
C 1 D
«
Obr. 2

vykonala deformacny pohyb do ustalenej polohy podla funkcie

O, (X1, X,)0_,5X; =1,2X, +30
X) = x(X =D1 1772 e
o(X)=x(X) %(X,,00)0 (26X, +2,0%, +1H

Podla tychto rovnic sa stred Castice O(0; 0) posunul do polohy o(3; 1), ¢o mdzime povazovat za
posunutie ¢astice a rohovy bod A(0,5; 0,5) do polohy

x¢ =1,5X{ -1,2X5 +3=1,5[0,5-1,2[0,5+3=3,15
x5 =2,6X. +2,0X5 +1=2,6[0,5+2,000,5+1=3,30
Analogicky by sme dostali aj novu polohu ostatnych rohovych bodov: b(1,65; 0,70), c(2,85; -1,30),

d(4,35; 1,30). Do obr. 3 sme tieto body nakreslili v meritku a pospdjali, ¢im sme ziskali predstavu o
novej polohe a deformacii ¢astice. Deformacny gradient tejto transformacie je

[Px, 0x, O
—15 )
F= @Xl 0x, 2l 1,5 1,25

(Px, 0x,0 [26 200

DX ox

Deformacny gradient umoznuje analyzu deformacie v tesnom okoli bodu, ktorého polohu v
zaciato€nej konfigurdcii udava vektor X . UvaZujme v zaciatocnej konfigurdcii telesa Ciarovy element

_[0,5C
aX = %),5E

s dizkou dL = 1/\/5 =0,7071znéazorneny v obr. 3.



Obr. 3

Podla (3.13) pre jeho deformaciu plati
1,5 -1,2[10,50 [@©,150

dx=FaX=0 ¢ 20 Fosd 5,300

Tento vektor je v obr. 3 znazorneny Ciarkovane; jeho redlnu polohu ucuje posunutie (pozri tiez obr.1).
Pre jeho dlzku (absolttnu velkost) plati

M,150]
d?* =dx[dx =[0,15 2,30] (F53125 —  d/=2,3049
2,301

Koeficient natiahnutia je

A 2% = 2,3049 =3,2596
dL 0,7071
Jednotkovy vektor n udavajuci smer dx mozno uréit podla (3.14) alebo z (3.15)
1 1 [&,5 -1,2[10,70710 [0,06510

n=TN= 3,2596 2,6 2,0 19,7071 [,9979H

L_dx__ 1 (0150 [0,06510
dl 2,3049 3,300 19,9979

4. Polarny rozklad deformacného gradientu

Na zdklade Cauchyho teorémy o polarnom rozklade tenzora mozno deformacny gradient dvomi
spbsobmi rozlozit na sucin dvoch tenzorov

F=RU=VR (3.28)
kde symetrické tenzory U a V su pravy a lavy tenzor natiahnutia (ndzvy maju podla polohy voci R)

a R je ortogonélny tenzor rotdcie (R™ =R"). Pre pravy Cauchy-Greenov tenzor deformacie (3.18)

potom plati
C(X,t)=F'F=UR'/RU=UIU=U’ (3.29)

kde sa vyuZila symetria U (U" =U) a ortogonalnost R .



Green-Lagrangeov tenzor deformdcie (3.20) je

E(X,t)=%(C—I):%(U2—I) (3.30)

Deformacny vztah pre dX (3.13) je mozné zapisat v tvare
dx =FdX =R(UdX) =RdX’ (3.31)

kde pomocné zatvorky naznacuju, ze deformdcia dX sa uskutoéni v dvoch krokoch: najprv sa dX
natiahne na dX'=UdX a potom sa nato¢i do dXx =RdX'. Celkovo sa teda deformacny pohyb
materidlovej Castice sklada z troch separovatelnych faz: posunutia, natiahnutia a rotacie.

Problém, ktory treba zvladnut pri rozklade deformacného gradientu, je uréenie tenzora U,
pretoze R sa potom uz vypocita zo vztahu (3.28)

R=FU™? (3.32)
Aby bol zaruceny rozklad deformacného gradientu na Cisté natiahnutie a Cistu rotaciu musia byt
Ciarové elementy dX a dX' v (3.31) rovnobezné, z coho vyplyva

dX'=UdX = AdX (3.33)

a dalej, pretoze podla (3.15) dX =NdL
UN=AN (3.34)
Rovnica (3.34) predstavuje linearny problém vlastnych Cisiel, ktorého rieSenim su hlavné natiahnutia
Ay a s nimi zviazané hlavné smery Ny tenzora U . Jednotkové vektory Ny vzhfadom na symetriu U

tvoria ortonormalnu bazu spektrdlnej reprezentdcie (spektralnej dekompozicie) U a plati

3
U= Z A N ONg
K=1 (3.35)

Tento dbélezity vztah rozpiSeme v maticovom tvare

U= A NN+ INHNGT + AN HNG) T (3.36)

PretoZe pri umocneni U na prirodzené Cislo sa baza nemeni, (3.35) je Specidlnym pripadom
vSeobecného vztahu

3
U'=% AN, ON
KZIK x H Nk

(3.37)
Pomocou (3.37) mozno vyjadrit Cauchy-Greenov tenzor deformécie (3.29) v tvare
3
C(X,t)=U"= A¢ Ny ON,
k=1 (3.38)
a pre Green-Lagrangeov tenzor deformacie podla (3.30) dostavame
1(, . 1.,
E(X.t)=—(U-1)= 5 ~(22-1)N, ON,
2 &2 (3.39)
Délezity tenzor logaritmickej deformdcie mozno urcit z (3.37) ako $pecialny pripad pre n=0
3
E;(X,1)=inU=" Ind N  ON,
k=1 (3.40)

Z porovnania (3.35) a (3.37) vyplyva, ze (3.34) mozno prepisat na



UN=AN (3.41)

a pretoze U’ = F'F, hodnoty Ay a Ny sa ur€uju Standardnym postupom rieSenia problému
vlastnych Cisiel (3.41) z rovnic

(FTF—/\Zl) N=0 (3.42)
a podmienky pre ich nenulové korene

det(FTF—/lzl) =0 (3.43)

Pomocou zndmych hodnét A, a Ny satenzor U urci pomocou (3.35) alebo (3.36).

Priklad 2 Poldrny rozklad deformacného gradientu rovinnej ulohy
Treba uréit matice U a R deformacného gradientu z prikladu 1

1,5 -1,20
F=UR= 0
%,6 2,0 O
Podla (3.29) dostavame
01,5 2,6[11,5 -1,20 3,01 3,400

FTF:UZ: = 0
Hi2 20He 20H B40 5,441

Z (3.42) dostaneme sustavu homogénnych rovnic, ktord ma nenulové riesenie len pri podmienke, Ze
determinant matice jej koeficientov (3.43) sa rovna nule

[9,01- 22 3,4 O
det[] 2D=0
g 3,4 5,44-A°H
RieSenim tejto kvadratickej rovnice dostaneme /]12, /]22 a po odmocneni hodnoty hlavnych
pomernych natiahnuti A, =3,3264 a A, =1,8398. Jednotkové vektory hlavnych smerov uréime z
(3.42) po postupnom dosadeni A, a A, avypocte ¢lenov N, a N, z tychto rovnic

[0,85580 _ [¥0,51730

N, = N, =
t"H,5173§ 2 Ho,ess8 H

Smer prvého hlavného natiahnutia A; dostaneme zvektora N;: cos¢, =0,8558 asing;>0 —

@, =31,15° . Hlavné smery su navzajom ortogondlne, a teda uhol ¢, =121,15° (obr. 4).

X, X, A
N,
N M
el
?,
X

Obr. 4



Matica natiahnutia podla (3.36) je

[+0,5173

) ) [0,8558
U=4,N,NT +,N,N] =3 3264 0,8558 0,5173]+1,8398 ]
H,5173 Ho,8558

@—0,5173 0,8558] =

[2,9286 0,6581[]
“H.6581 2,2376H

a maticu rotacie dostaneme z (3.32)

,5 -1,2rM0,37 -0,110 [©,6775 -0,7355[

R=FU'= 0 = C
e 20Hto11 o48H [9,7355 06775 F

PretoZe matica rotacie vektora v rovine o uhol a je
[¢osa —sina[C

R=
%ina cosc E

(3.44)
lahko zistime, Ze smery hlavnych natiahnuti (jednotkové vektorovy N;) sa pri zataZeni natocia o uhol
a=47,35".

Na zéklade analyzy mozno konstatovat, Ze sa Castica v smere udanom uhlom ¢, =31,15" natiahne
s hodnotou A; =3,3264, v smere kolmom o hodnotu udanu A, =1,8398 a potom takto zdeformova-

nd sa ako tuhy celok natodi o uhol a =47,35° (pozri obr.4).

Algoritmizaciou tohoto postupu (v MKP spojenou aj s geometrickou a ¢asovou diskretizaciou)
mozno urcovat tenzory (matice) deformacii (3.38) az (3.40) prip. i dalSie, ktoré ako funkcie X a t
definuju deformacny pohyb telesa.

5. Zmena objemu

Deformacia telesa vyvolava zmenu objemu telesa a z toho vyplyvajucu zmenu hustoty materialu.
Tak, ako sa meni deformdcia v kazdom bode telesa, tak sa meni aj objem a hustota a ich zmeny sa
musia skimat a vyjadrovat na diferencidlnom objeme materidlovej ¢astice telesa.

Uvazujme v zaciatoCnej konfiguracii telesa objemovy element dV,,, ktorého hrany su rovnobezné
so suradnicovymi osami a su udané vektormi dX, =dX,E,, dX, =dX,E, a dX; =dX;E;, kde E,,
E, a E; su jednotkové ortogonalne vektory (obr. 5).

X35 X5

Obr. 5



Objem tohto elementu je
dV, = dX,dX,dX, (3.45)

Ako vieme z predchadzajuceho, pohyb elementu mozno poskladat z troch faz: jeho posunutie do
polohy X =X(X,t) bez zmeny vektorov a jeho objemu, dalej natiahnutie jeho vektorov podla vztahu
(3.13)

dx = X ax =Fax
axX

spojené so zmenou objemu elementu a nakoniec jeho rotacia bez zmeny objemu. Zdeformovany
element bude opat Seststen s tromi rovnobeZznymi parmi stien (obr. 5), ktorého vektory hran budu

dx, =Fax, =2 ax, (3.46)
ox,

=Fax, =X ax, (3.47)
ox,
ox

dx, =FdX, =——dX 3.48

3 3 aX 3 ( )

3

Z vektorovej analyzy vieme, Ze objem Seststena udaného vektormi jeho hran je skalarny trojnasobny
sucin tychto vektorov, a preto zmeneny objem elementu je

0 0
dv = dx, {dx, xdx, ) :)’(‘ DH:; ox S Ea;
1 2

(3.49)
Ked'si pripomenieme deformacny gradient (3.10)

[bx, 0Ox, dx1

DX, X, ox,¢

Lbx, 0x, ox,L

F= % 0%
X, 0X, ox,¢

Cox,  0x, 6x3E
X, 0X, OX,[

vidime, Ze vektory OX/GX,- v (3.49) st vlastne stipce deformaéného gradientu a ich trojnasobny suéin
je determinant (Jacobian J) tenzoru F. Potom pre zmeneny objem elementu tieZ plati

dv =JdVy; J=detF (3.50)
Pri deformdcii sa hmotnost telesa nemeni, musia sa teda zachovavat aj hmotnosti elementov a plati
dm = p,dV, = pdV (3.51)
Zakon zachovania hmotnosti (rovnica kontinuity) ma potom tvar
Po =pJ (3.52)
Z (3.50) vyplyva
J=detF>0 (3.53)

pretoze objem zdeformovaného elementu sa nemdze rovnat nule, ani nemdze byt zaporny.

Poznamka:

[d:zb —a,b,00
[axb]= ﬁ’s —a,b 3%

b, —a,b, 5



Priklad 3 Viypocet objemu zdeformovaného materidlového elementu

Materidlova castica tvaru kocky s velmi malymi (teoreticky nekonecne malymi) jednotkovymi
rozmermi (obr.6) je zataZovana v rovine X, X, rovinnou deformaciou (rozmer v smere X; sa nemeni).

| %
1
1 %
X
3/ 1
Obr. 6
Jej deformacny gradient v aktualnom zatazovacom kroku je
1,5 -1,2 0oC

F=026 20 OF

Ho o 1f

ZaCiatoCny objem elementu je jednotkovy dV =dX;dX,dX; =1 a pre jeho zdeformovany objem podla
(3.49) plati

[2,00]
_ox [lox _ ox O _ _
av =% %X_G& adxlc/xzdx3 [15 2,6 0 éézél 6,12

alebo tieZ podla (3.50)
0,5 -12 00
dv=detFdv,=det2,6 2,0 O0F1=[,52,00-(-1,2)2,60F1=6,12

HoO 0 1{
Objem elementu po deformdcii bude 6,12-krat vacsi (pozri obr. 4).

6. Zmena plochy

Pri transformacii plosného zataZenia medzi zaciatocnou a aktudlnou konfiguraciou treba poznat
vztah medzi vektorom plosného elementu v zaciato¢nej konfiguracii

dS, = dX, x dX, =Nds, (3.54)
0 1 3 0

a jeho hodnotou po deformacii (obr. 7)
dS =dx, xdx,=ndS (3.55)

X5, %,

X3, X3



kde N a n su jednotkové normalové vektory. Zvolme Ciarovy element dX tak, Ze N-dX>0 a
vytvorme z vektorov dX,,dX,adX objem dV, a z vektorov dx,,dx,a dx=FdX objem dV. Potom

podla (3.49) pre zdeformovany objem takéhoto elementu plati

dV =dx-(dx, xdX,)=dx-ndS = (FdX)-nds

Objem zdeformovaného elementu mozno vyjadrit aj z (3.50)

dV = JdV, = JdX-(dX, xdX,) = JdX-NdS,

Porovnanim pravych stran tychto rovnic dostavame
(FdX)-ndS = JdX-Nds, (3.56)

a z toho tzv. Nansonov vzorec
nds=J(F*) :Nds, alebo dS=J(F*) -dS, (3.57)

Absolutnu velkost plochy v aktualnej konfiguracii pomocou hodndt zaciatoénej konfiguracie
dostaneme, ked" vektory na oboch strandch prvej z tychto rovnic skaldrne vyndsobime sebou samym,
odmocnime a upravime pomocou vztahov pre pravy a lavy Cauchy-Greenov tenzor deformacie

ds, = JNN-C'NdSs, (3.58)

ds

J
_\/n~bn

7. Miery rychlosti deformacie

Délezita velicina, ktora je jednoznacne definovana v aktudlnej (zdeformovanej) konfiguracii je
tenzor Cauchyho napdtia o [D2]. V integraénych (energetickych) rovniciach rovnovahy uloh s malymi
deformaciami je zviazany s tenzorom malych deformdcii £ a napr. pre virtualnu pracu vnitornych sil
plati

ow,, ZJ'O':5£ dv,

K (3.59)
Tento vztah je len priblizny, mozno ho poutzit len pri formulacii a rieSeni Gloh s malymi deformaciami,
pretoZe integracia sa vykonava na zaciatoCnom (nezdeformovanom) objeme telesa (stotoznuju sa
priestorové suradnice s materidlovymi) a navysSe tenzor & [D1]

c _1|:|aul_ +0u/D
T2 Hox, " ox,
! 'H (3.60)

obsahuje len linearne ¢leny derivacii funkcii zloziek vektora posunutia u(X,t) podla materidlovych

suradnic.
Pripomenme si, Zze tak ako kazdy tenzor, aj tenzor gradientu posunutia D (3.12) sa da rozlozit na
symetrickd a antisymetricku ¢ast

1 T, 1 !
D= 0yu =2 H{0w) +(Oyu) B HBw) - (O0) B (3.61)

a tenzor malych deformacii predstavuje symetrickd ¢ast tohto rozkladu

1 T
e=3 D) (3.62)

Predpokladajme, Ze pozname rychlost ¢astice telesa ako funkciu priestorovych suradnic

v(x,t):v((p'l(x,t),t) (3.63)



potom tenzor gradientu rychlosti

U ) (3.64)
16)4

mbze analogicky ako gradient posunutia zohrat Ulohu tvorby miery deformicie, ale vyjadrenej
pomocou priestorovych suradnic. Ak su rychlosti vsetkych bodov rovnaké, gradient rychlosti je
nulovy, k deformécii nedochadza; rozdielna rychlost susedicich bodov a z toho vyplyvajuci gradient
rychlosti, vyvola deformaciu. Symetricka ¢ast tohto tenzoru

d:%HDv)+(Dv)TE|=%(l+IT)

(3.65)

sa nazyva tenzor rychlosti deformdcie, nezavisi od tuhého pohybu telesa a slUZi ako miera
deformacie v priestorovych sdradniciach. Antisymetricka ¢ast rozkladu gradientu rychlosti

w=Hov)-(av) B (-1

(3.66)

sa nazyva tenzor spinu alebo (najma vo fluidnej mechanike) tenzor viru rychlosti, ktory udava rychlost
rotacie Castice nezavisle na jej deformadcii.

Pre vazbu medzi aktualnou a zadiatoénou konfiguraciou telesa je potrebné vyjadrit rychlostné
miery deformdcie pomocou materidlovych suradnic t.j. pomocou veli¢in, ktoré su funkciami
materialovych suradnic. Najjednoduchsie sa to da urobit pomocou derivacie deformacného gradientu
podla casu

F:a_F:EDa¢D:iEB¢D:a_V:a_va—¢: F
ot ottoxH oxHorH X  ox oX (3.67)

a ztoho
| =FF* (3.68)

Dosadenim tohto vysledku do (3.65) by sme dostali aj vztah pre vyjadrenie tenzora rychlosti d
pomocou materidlovych sdradnic, uzitocnejsie je vSak jeho vyjadrenie pomocou materidlovych mier
deformacie. UvaZujme preto elementarne vektory dX;, dX, a ich stav v aktudlnej konfiguracii

dx, =FdX, dx, =FdX. Potom po zohladneni (3.18) plati
dx, X, =FdX, [FdX, = dX, [[F'FdX, ) =dX, [CdX, (3.69)
Urobme derivaciu tohto vztahu podla ¢asu a zohladnime pritom aj zavislost (3.20) 2E=C -1

%(dxl [dx, ) =dX, [CdX, =2dX, [EdX, (3.70)

kde E je derivicia Green-Lagrangeovho tenzora deformécie podia ¢asu, ktord moZno vyjadrit
pomocou deformacného gradientu v tvare

PN’ .
E=1C=1(FF+FF) (3.71)

Skalarny sucin s tenzorom E v (3.70) sa da vyjadrit aj pomocou priestorovych elementarnych
vektorov dx,, dx, vyuZitim inverznych vztahov dX, =Fdx, a dX, =Fdx,

%(dxl (@x,) = 2dX, [EdX, = 2F dx, (EFdx, |=2dx, ([FTEF!) =2dx, @ dx, (3.72)

Vyjadrili sme takto naprotivok E v aktudalnej konfiguracii, ktorym je tenzor rychlosti deformacie

d=FTEF? (3.73)



Presved¢me sa o tom dosadenim (3.71) do tohto vztahu s prihliadnutim na (3.68)

d=FTEF=1F T (FF+FF)F?

LFTFF+F)F?

2
LFTF +FF7)
-4

Energeticky konjugovana dvojica Cauchyho napdtia o a tenzora rychlosti deformacie d umoziuje
vyjadrit virtualnu pracu vnatornych sil (3.59) v aktualnej konfiguracii v tvare

ow,, IIO': oddv
v (3.74)

PretoZe zdeformovany objem telesa V nepozname, treba tento integral transformovat na zacdiatoény
objem, ¢o vyvola potrebu zavedenia Specidlnych mierok napatia [D4].

8. Fyzikalna interpretacia tenzora rychlosti deformacie

Podla vektorovej algebry pre sucin elementarnych vektorov v aktudlnej konfiguracii plati
dx, [x, =dl¢,dl,cosa (obr.7). Derivdcia tohto sucinu podla ¢asu je

%(dx1 WXZ) = d(gfl) ds, cosa’+d€1%cosa— sina% (3.75)

X3/%3 /

Ked'ju ddme do rovnosti s jej hodnotou v (3.72) a vyslednu rovnicu vydelime s d¢,d?¢, dostaneme

1 d(dey) . 1 d(dly)
i, dt d, dt

Obr. 7

cosa'—sina'%=2nlmn2 (3.76)

kde n, =dx;/d¢, su jednotkové vektory.

Zvolme teraz S3pecidlny pripad, kedy sa jednotkové vektory stotoZnia: n,=n,=n. Vtedy
ds; =ds, =ds, a=0 arovnica (3.76) sa zredukuje na
1 d(d¢)

ndn=—
de dt

(3.77)

Vysledok je vlastne definicia tzv. skutocnej rychlosti deformdcie, ¢o je rychlost zmeny elementarnej
dizky podelena touto dizkou v aktudlnej konfiguracii. S vyuZitim koeficientu natiahnutia A=d¢/dL,
kde dizka elementu v za&iatoénej konfiguracii dL nezavisi od ¢asu, dostaneme



nldin =lﬂ (3.78)
A dt

Ak zvolime jednotkovy vektor v smere stUradnicovej osi x; (n=¢e; :(1,0,0) ), potom z (3.78) zistime,
Ze rychlost natiahnutia v tomto smere uddva diagonalny ¢len d,; tenzora d; analogicky pre smer
Xx,a x5 dostaneme d,,a di;. Diagonadlne ¢leny tenzora rychlosti deforméacie teda uddvaju rychlost
normdlovej deformacie.

Pre urcenie fyzikdlneho vyznamu nediagonalnych clenov tenzora rychlosti deformacie zvolme v
(3.76) a=90°. Vtedy su Ciarové elemnty v ¢ase t na seba kolmé a tato rovnica sa zmend na

da
—-—=2n,[dn 3.79
™ 11dn, (3.79)

Zvolme Specidlny pripad, kedy jednotkové vektory maju smer osi x; a x,.Vtedy dostaneme

da
-——=2d 3.80
o = 2% (3.80)

Je vidiet, Ze d,, je rychlost Smykovej deformdcie (rychlost zmeny pravého uhlu medzi ciarovymi
elementami). Minusové znamienko vyjadruje zmenSovanie tohto uhlu. Rovnaky vyznam maja aj
ostatné nediagonalne ¢leny dy; a d,; pre dalsSie dve kombindcie suradnicovych osi. PretoZe tenzor
rychlosti je symetricky tenzor, urili sme fyzikalny vyznam vsetkych jeho ¢lenov. Ako vidiet, je
analogicky s fyzikalnym vyznamom ¢&lenov tenzora malej deformacie €.



