D2. Napatie. Diferencidlne rovnice rovnovahy. Princip virtualnych posunuti

Napitie

Uvazujme v kartézskom suradnicovom systéme priestorové deformovatelné teleso a zatazme ho
statickou sustavou vonkajsich sil. Sustava zatazZujucich sil je v rovnovéhe, obsahuje i reakéné sily v
miestach upevnenia telesa. U¢inkom tychto sil sa teleso zdeformuje a jeho vychodzia objemova a
plodna konfiguracia V,, S, sa zmeni na aktudlnu konfiguraciu V, S (obr. 2.1).

Obr. 2.1

Ked' je teleso v rovnovahe, potom musi byt v rovnovéhe aj kazda jeho Cast. Ak teleso rozrezeme
myslenym rezom na dve Casti, tak je zrejmé, ze pokial tieto ¢asti maju zostat nadalej v rovnovahe,
musia na seba pdsobit v myslenom reze vnutornymi silami, ktoré ich rovnovahu zabezpecuju. Zo
Siestich statickych podmienok rovnovahy napisanych pre odrezant ¢ast vieme sice v myslenom reze
urcit vyslednice vnatornych sil (¢o v elementarnej nduke o pruznosti a pevnosti pomaha pri rieseni
tzv. zdkladnych pripadov namahania telies jednoduchych tvarov) vo vseobecnom pripade vsak
nevieme, ako sU vnuatorné sily rozdelené po uvazovanom reze a navyse treba vytvorit aj mierku na
posudzovanie miery namahania telesa v jeho vSéeobecnom bode.

Ak v myslenom reze vyclenime okolo bodu A velmi malu plosku A4S, situacia sa zjednodusi. Na
malej ploske mozZno vnutorné sily spriemerovat a nahradit silovou vyslednicou AP (na velmi malej
ploske je momentovy ucinok vnutornych sil zanedbatelny) a za mieru namahania telesa v tomto
mieste sa potom voli pomer AP/ AS , ktory sa pri limitnom zmens$eni plochy AS nazyva napdtie
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Napétie vyjadrené tvare (2.1) je silovy vektor vztahovany na jednotku plochy, ktory vsak je este aj
funkciou smeru normaly rezovej plochy (jej ortogondlneho jednotkového vektora nh), pretoZe cez
bod A mozno prelozit nekonecne vela rezovych rovin.

Transformacia napatia na pravouhlé roviny diferencidlneho elementu

Predpokladajme Speciany pripad, ked rezové roviny cez bod A su rovnobeiné so suradnicovymi
rovinami. V takom pripade moZno vektory napdtia na troch elementdrnych ploskach dS, =dydz,

dSy =dxdz a dS, =dxdy (obr. 2.2) rozloZit do zloZiek
p(n = el) =08, + rxyez +7,,€3
p(n=e,)=7,e,+0,e,+7,€, (2.2)

p(n = e3) =78+ szez +0,63
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Obr. 2.2
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kde e,, e,, e; su jednotkové vektory v smere suradnicovych osi a devat hodnét o,, 7, , ..., 0, su

Xy’
zloZzky vektorov napatia na diferencidlnych ploskach bodu telesa, ako je to znazornené na obrazku.

Napatové zlozky o,, o,, 0, sa nazyvaju normdlové napdtia, zloiky z,, 7, 7,, 7, 7, T, Ssu

Smykové napdtia. Napatie ma vlastnosti tenzora druhého rddu a zapisuje sa ako matica 3x3 s r6znym
znacenim a indexovanim jej ¢lenov
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D& sa dokazat, Ze je to symetricky tenzor
Ty = Ty
TZX = TXZ
Ty =1,

a preto sa v aplikaénej mechanike, i v MKP, pracuje len so Siestimi zloZzkami napatia, Casto
zapisovanych do stlpcovej matice - (pseudo)vektora

{0'}={O'X o, 0, T, T TZ}T (2.4)

Xy Xz y.

Vyjadrenie vSseobecného napaitia v jeho rovine pomocou zloziek

Cauchyho veta o napati hovori, Ze pomocou napati v troch na sebe nezdvislych rovinach iducich
cez bod A, mozno jednoznacne vyjadrit napétie v fubovolnej rezovej rovine idlcej cez tento bod.
Vyjadrime jednotkovy normalovy vektor takejto vSseobecnej rezovej roviny v tvare

n=n,e, +ne,+n,e; (2.5)

kde n,, n,, n, si smerové kosinusy vektora n v danom suradnicovom systéme. Potom napdtie v

y ’
rezovej rovine bude suétom priemetov vektorov napétia z troch rovin elementu do smeru vektora n

p=np(n=e;)+np(n=e,)+np(n=e;)

¢o s vyuzitim (2.2) dava

P=(0yn, + 7,0, + 7,1, )€,

+(z'xynx+0'yny+r n )e2 (2.6)
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+ ( Ty + 7,0, + aznz)e3



a v struénom skalarnom indexovom zapise

p;=0;n; (2.7)
Je to napatie, ktoré vyjadruje ucinok odstranenej casti elementu (odstranenych zloziek tenzora
napétia) na rovinu dS (obr. 2.3). Casto sa vyuziva pri pisani silovych okrajovych podmienok (pre
plosny tlak alebo tah) na povrchu telesa - pozri napr. (2.14).

Analyza napatia v bode telesa

Pri analyze napétosti v bode telesa (z rovnic rovnovahy odrezanej Casti elementu na obr. 2.3)

Obr. 2.3

sa vyuziva vztah (2.7) v ktorom sa zohladriuje symetria tenzora napatia a plati

o;h; = p; (2.8)

alebo v ndzornejSom maticovom tvare uz len so Siestimi nezavislymi zlozkami napatia

X Xy xz || Mx Py
[G]{n}z Ty Oy T3y =1Fy ={p}

T)Q TyZ GZ nZ pZ (2.9)

Naklananim rezovej roviny (zmenou smerovych kosinusov n,, n,, n,) mézeme pri zadanom vektore

napatia {p} skimat zmeny zloZiek napétia a vyjadrovat ich hodnoty pri Specidlnych typoch napéatosti.

Diferencidlne rovnice rovnovahy

V mechanike kontinua pri tzv. dlohe okrajovych hodnét pozndme hodnoty (funkcie) posunuti a
zatazeni na okraji telesa a hladame funkcie posunuti, deformacii a napati vo vnutri telesa. Pri
analytickom rieSeni Ulohy sa casto vychadza z (parcialnych) diferencidlnych rovnic ulohy (hfadané
funkcie su vyjadrené vo forme gradientov funkcii), ktoré treba riesit pri zadanych okrajovych, prip. i
zaciatocnych podmienkach. V staticky zatazenom telese, ktoré je v rovnovaznom stave, gradienty
napatia sa pri prechode z bodu A(X,y,z) do bodu A’(X+dx,y+dy,z+dz) nemdzu menit nezavisle,
ale musia spiriat diferencidlne podmienky rovnovahy. Tieto podmienky zarudia, e aj diferencilna
Cast telesa bude v silovej rovnovahe.

Z tychto Gvah vyplyva, Ze ak na telese v rovnovéhe vyclenime ¢ast s objemom V s povrchovou
plochou S, potom integracia napatia p (2.6) resp. (2.7) po ploche S, ¢ize vyslednica povrchovych sil,
sa musi rovnat nule

Ipds = Io/-,-njds = fcr/-,-ds/- =0
S S

S

pretoze aj tato ¢ast musi byt v rovnovahe.

V telese vSsak mézu posobit objemové sily {b} =b,-(x,y,z), t.j. sily na jednotku objemu, ako vlastna
tiaz, odstrediva sila, magnetické sily, ktoré musime tiez zahrnut do podmienok rovnovahy



[onds+ [ bdv =0
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Pomocou Gaussovej vety o divergencii' aplikovanej v tomto pripade na trojrozmerny priestor a
tenzorovu veli¢inu o; mdZeme plosny integrdl v uvedenom vztahu transformovat na objemovy

90 ;;
[|5L+b v =0
oX;
\Y% J

a pretoze tento vztah plati pre lubovolny objem telesa, musi byt integrand rovny nule a dostavame
skalarne diferencidlne rovnice (podmienky) rovnovadhy telesa

do;
——+b;=0
ox;
Pri zohladneni symetrie tenzora napatia mozno tuto rovnicu prepisat na
80',.].
—L4h =0 (2.10)
ox;
a rovnice potom mébzeme pouzivat len so Siestimi nezavislymi zlozkami napatia
do, 97, 0Ot
Xp—Fy—X4p =0
ox dy 0z
dr,, do, 0T,
Yy Y4 ¥ ip =0 (2.11)

ox o9y 0z '

9Ty a7, 99
ox dy 9z °

Tymto diferencidlnym rovniciam musi pri danych okrajovych podmienkach vyhoviet kazdé pole
mechanického napatia 0',-1-(x,y,z) na spojitom objeme telesa, pokial ma spifiat podmienky statickej
rovnovahy.

Na zaver treba pripomenut, Ze napatie, s ktorym sme sa zaoberali v tejto Casti, je tzv. Cauchyho
(skutocné) napdtie, pretoze sme ho definovali na zdeformovanom (skuto¢nom, aktualnom) tvare
(objeme) telesa a p6sobilo na ploske, udanej a vytvorenej jeho aktudlnymi sdradnicami xyz; je to
prave ta mierka napétia, ktord potrebujeme poznat pre hodnovernu tuhostnud a pevnostnud kontrolu
zatazeného telesa. Pri jeho hladani z diferencialnych rovnic alebo z integralnych variaénych vztahov
sa nevyhneme potrebe integrovat premenné po neznamom zdeformovanom objeme telesa. S tym su
spojené, zial, pri nelinearnych ulohach (velké posunutia, velké rotacie, velké deformicie, nelinedrne
vlastnosti materialu a i.) znacné neprijemnosti. (Pozri zakladné prirucky nelinedarnej mechaniky
kontinua, prip. v [2] formuldciu geometricky nelinearnych prvkov a kap. 11 Spojité teleso - teoretické
minimum)

Pri linedrnych ulohach predpokladdame, Ze vplyv rozdielnej polohy, tvaru a objemu aktudlnej
konfiguracie oproti zadiatocnej (vztazinej, vychodzej) konfigurécii telesa je zanedbatelny a dlohu
rieSime na znamej zaciatocnej konfiguracii. Napatie, ktoré ur¢ime na tejto konfiguracii, povazujeme
za Cauchyho napatie.

'Podla Gaussovej vety plati andS= J-VXdV, kde X je skaldrna, vektorova, alebo tenzorova veli¢ina
S v



Princip virtualnych posunuti

Princip virtudlnych posunuti (deformacna verzia principu virtudlnych prac) patri k zakladnym
vychodiskdm pre deformaénud formulaciu metdédy konecnych prvkov. Je to jedna z foriem
integralneho (energetického) vyjadrenia podmienok rovnovahy deformovatelného telesa.

Princip virtualnych posunuti odvodime z diferencidlnych podmienok telesa (2.10), ktoré kvoli
zjednoduseniu zapisu medzivysledkov zapiSeme v najjednoduchsej forme
80',1.
X+b,=0 - O'I.j,j+b,.=0 (2.12)

j
Nech na ploche S, telesa su zadané deformacné (posuvové) okrajové podmienky u; a na ploche S,

silové podmienky (zataZenie) vo forme plosného tahu so zlozkami p; (sustredené sily neuvaZujeme,

mozno ich zahrut priamo do vysledku). Potom pre teleso platia diferencialne podmienky rovnovahy
(2.12)

so zakladnymi (Dirichletovymi) okrajovymi podmienkami

u; =u; nas, (2.13)
a prirodzenymi (Neumanovymi) okrajovymi podmienkami

kde plocha telesa S=5,US,, S,NS, =0, a n; su zlozky jednotkoveho vektora normaly plochy S, .

Aplikujme teraz na teleso virtualne (myslené, zvolené) spojité funkcie posunuti ou;(x,y,z), ktoré v

mieste zadanych realnych posunuti su nulové

ou;, =0 nas (2.15)
Potom pre teleso podla (2.12) dostavame

(0',-]-/]- +b,)5u,- =0

a integral po objeme telesa sa musi tiez rovnat nule

[(0),;+b)dudv=0

v (2.16)
PretoZe v (2.16) méime funkcie du; fubovolne menit, tento vztah plati vtedy a len vtedy, ked' su

splnené diferencidlne podmienky rovnovahy (ked vyraz v zatvorke sa rovna nule). Dostali sme takto
ina formu vyjadrenia podmienok rovnovahy telesa.

Pomocou vzorca pre derivovanie sucinu (0',-]-5u,-) =0 ;0u; +0;0u; ; mdzeme (2.16) upravit na
J ’ ’

J| (o56u) ~oy6u,,+bu [av=0
%

kde opéat pouZijeme Gaussovu vetu o divergencii a transformujeme prvy ¢len v tomto vztahu na

plosny integral

[(-0;6u;;+bdu)aV+ [ (o640 )maS=0
v s (2.17)
ktory sa podla (2.14) a (2.15) zmeni na
[(~0;6u; ;+ bou;)dV+ | B dS= 0
v % (2.18)
kde ou’ su zlozky virtudlneho posunutia na ploche Sp-
Vzhladom na symetriu tenzora napétia, a znamy vztah pre tenzor deformacie g; [D1], mbézeme

napisat

1
0;0U; ; = 0} {5(5"’/',1 +ou; ; )} = 0;0¢;



a dostavame vysledny vztah

[oy0e,dv=[ bouav+ [ pouf dS
v v $ (2.19)

Integrandy v tomto vztahu su skalarne hodnoty, ktoré majui rozmer prace [Nm] a vztah (2.19) sa takto
zaraduje do kategdrie energetickych podmienok rovnovahy. Je to matematické vyjadrenie principu
virtudlnych posunuti, ktory hovori, Ze ak na teleso v rovnovahe aplikujeme kinematicky pripustné
virtudlne posunutia, tak virtualna praca vnuatornych sil sa rovna virtudlnej praci vonkajsich sil, v
struénom zapise

=ow,

ext

oW,

ot (2.20)

Pod pojmom virtudlna prdca sa mysli praca realnych silovych veli¢in (napatia, vonkajsich sil)
vykonand na virtudlnych posunutiach. Napatie a vonkajsie sily sa pri tomto myslenom experimente
nemenia, su nezdavislé na virtualnych posunutiach. VSimnime si tiez, Zze v podmienkach rovnovahy
telesa (2.19) su uZ, na rozdiel od diferencidlnych podmienok rovnovahy, explicitne vyjadrené silové
okrajové podmienky.

Ak je teleso rozdelené na siet konecnych prvkov, tak podmienky rovnovahy (2.19) platia aj pre
koneény prvok a v MKP sa princip virtudlnych posunuti €asto vyuziva na formulaciu linearnych i
nelinedrnych koneénych prvkov.



