D1. Vztahy medzi posunutim a deformaciou. Geometrické rovnice

Malé deformacie

Uvazujme v kartézskom suradnicovom systéme priestorové deformovatelné teleso a zatazme ho
statickou sustavou vonkajsich sil. Pretoze teleso je upevnené (nemdéze sa pohybovat ako tuhy celok)
ucinkom tychto sil sa vychodzia konfiguracia (geometria) telesa zmeni, body telesa sa premiestnia
(posunu) do novej polohy - teleso sa zdeformuje.

Predpokladajme, Ze pozname vektor posunutia bodov telesa (deformacna formulacia MKP ich
poskytuje na konecnych prvkoch v aproximacnom tvare)
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kde spojité funkcie u, v, a w su zlozky posunutia bodu xyz v smere suradnicovych osi. Zaujima nas
vztah medzi tymito funkciami a hfadanymi funkciami, ktoré budu vyjadrovat mieru deformaécie telesa
v jeho bodoch.

Vyznaéme vo vnutri nezatazeného telesa vo vseobecnom mieste xyz diferencidlny (infinitezimalny,

"nekonecne" maly, bodovy) objemovy element dxdydz (obr. 1.1).
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Obr. 1.1

U&inkom zataZenia sa element posunie v priestore a zdeformuje (vzhlfadom na jeho malé rozmery sa
uvazuje jednoduchy typ deformdcie suvisiaci s definiciou napéatia: zmenia sa jeho dlzkové rozmery - v
smere suradnicovych osi sa natiahne alebo skrati - a porusia sa pravé uhly medzi jeho stenami).
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Obr. 1.2
UvaZujme na elemente dva body A a B na rovnobeznej hrane s osou x a vzdialené od seba o dx (obr.
1.2). U¢inkom zataZenia sa povodna poloha bodov A a B zmeni. Ich spojnica sa posunie, zmeni svoju
dizku a natodi sa. Pri malych deformdacidch zanedbavame Ucinok natocenia na dizku spojnice a za
mieru deformdcie elementu v smere x sa voli pomerna zmena x-ovej vzdialenosti bodov
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t.j. podiel zmeny vzdialenosti bodov Adx k povodnej vzdialenosti dx. V pripade, ked sa element v

€ (1.1)

smere osi x len posunie ako celok (ugz=u, ), je pochopitelne ¢, =0. Ako vidiet, je to bezrozmerné

Cislo i so znamienkom (s fyzikalnym vyznamom pomerného predlZenia alebo skratenia).
Posunutie ug ur€ime z rozvoja funkcie u v bode A do skrateného Taylorovho radu vzhlfadom na

malé deformdcie (e, < 1) sa uvazuju len prvé dva cleny
Ug :uA—i—@dx (1.2)
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¢o vlastne predstavuje linearizaciu funkcie u v okoli bodu A. Dosadenim (1.2) do (1.1) dostavame
vztah pre vypodet pomernej deformacie v bodoch telesa

ou
e (x,y,z)=— (1.3)
X( y ) 8)(
je to vlastne gradient funkcie u(x,y,z).
Analogickym rozborom deformacie elementu v smere osi y a z by sme dostali
ov
e (x,y,z2)=— (1.4)
ow
e Xx,y,z)=— 1.5
(oy.z) == (15)

Funkcie ¢,, €, a ¢,, ktoré nazyvame normdlové deformdcie, vyvolaju zmenu objemu elementu,

y
ale neporusia pravé uhly medzi jeho stenami, pretoZe len posuvaju rovnobezné steny elementu o
rozdielnu hodnotu smere ich spolo¢nej normdly. ZataZenie telesa vsak vyvold aj tzv. Smykové
deformdcie ~,,, v,, @ 7, ktoré vzajomnu kolmost stien narusia, priCom ale nezmenia objem

elementu. Ak sa napr. bod C (obr. 1.1) posunie v smere osi x oproti bodu A o hodnotu A, potom
podla obr. 1.3
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Obr.1.3

opatovnym vyuZitim skrateného Taylorovho radu pre vyjadrenie u. dostdvame
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Analogicky pre natocenie vodorovnej steny (obr. 1.3) dostdvame
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a Smykova deformacia v rovine xy (celkova zmena pravého uhlu elementu v rovine xy) je
ou Ov

—y ey, = 1.6
Ty =172 oy ox (1.6)
Cyklickou zdmenou premennych dostaneme Smykové defordcie v dalSich dvoch rovinach
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Sthrnne mozZeme tieto linedrne zlozky deformacie vo vSeobecnom bode telesa zapisat do
(pseudo)vektora
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V maticovom zapise symetrického tenzora deformdcie sa uvaZuje tenzorovd Smykova deformacia
g; =¢;; (obr. 1.3) na kazdej stene elementu (ako polovicna hodnota celkovej Smykovej deformacie) a

plati
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kde ¢leny ¢; ziskame z jednoduchého indexového zapisu
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Pri deformacnej formulacii pevnostnej ulohy, kedy primarnymi neznamymi je pole posunuti,
vztahy (1.9) jednoznaéne ur€uju pole deformacii. Pravda inverzny problém, ktory sa vyskytuje pri
silovej formulacii, je zloZitejsi, pretoze zo Siestich zloZiek deformacie mozno jednoznaéne uréit tri
zloZky posunutia len pri zohladneni obmedzeni kladenych na funkcie zloZiek deformacie vo forme tzv.

rovnic kompatibility

Pozndmka: Geometrické rovnice s predpokladom malych deformdcii sme vyuZili v praci [1], v kap 2.1



Uvod k velkym deformaciam

Linedrne geometrické vztahy medzi zlozkami posunutia a deformacie (1.9) v materidlovych bodoch
deformovaného telesa dobre vyhovuju pri velkom mnoiZstve pevnostnych uloh, pretoze dblezité
materidly pouZivané v technickej praxi (kovy, betdn, drevo, sklo atd.) dovoluju len malé hodnoty
deformacii. Napr. ak jeden meter dlhy prut konstantného prierezu natiahneme o 1 mm vyvolame v
fiom ¢iselne malt pomernd deformaciu €, =0,001. Takdto deformacia v3ak v ocefovom prute vyvola

napatie o velkosti zhruba 200 MPa, ¢o je na hranici medze sklzu beZznej ocele, u mnozstva inych
menej tvarnych materialov je to uz za medzou pevnosti.

Pravda, existuje viacero materidlov (napr. priemyselna guma, niektoré plasty) a viacero
technologickych procesov (napr. rézne druhy tvarnenia ocele), kedy linedrne geometrické rovnice
nevyhovuji a pri simulaénych vypoétoch sa musia pouZit presnejsie vztahy. Odvodenie tychto
vztahov nie je jednoduché, existuje viacero postupov i pouZitych mier deformicie, nie je jednoducha
ani ich aplikacia v MKP. Podrobnejsie o tom piSeme v D3 a v [2], kde je uvedena aj zakladna literatura
k tejto problematike. Tu si uvedieme len geometricky sp6sob odvodenia zloZiek Green- Lagrangeovho
tenzora deformacie, ¢o uZz umoznuje urcity pohlad na nelinedrne geometrické vztahy, ale treba
povedat, Ze vlastnosti a mozZnosti vyuZitia kazdej miery deformacie sa daju hlbsie ozrejmit vidy len
spolu s jej silovym partnerom - napatim.

Vratme sa k obr. 1.2 a upresnime zmenu dizky spojnice bodov A a B tak, Ze zohladnime aj vplyv
rozdielneho posunutia tychto bodov v smere osi y. Tento rozdiel sme oznacili § a aproximaciou
funkcie v v okoli bodu A skratenym Taylorovym radom dostavame
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a deforméciou zmenenu dizku spojnice bodov vyjadrl'me pomocou Pytagorovej vety

A'B'=\/§jx+a—dx§2 $dxa dx\/1+26—u+g?la—u§2 %—VE

Zavedieme pomernu deformiciu (len kvoli jednoduchosti zapisu oznacenu rovnako ako pri malych

deformaciach - pozri Poznamku 3)
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Funkciu tvaru +/1+x moZzno rozloZit do radu 1+X/2+x2/8+...a predchadzajuci vztah, po

aproximacii ¢lena s odmocninou dvomi ¢lenmi radu, méZzeme upravit na
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Je vidiet, Ze ked st deformacie dostatone malé, mozno kvadratické ¢leny zanedbat a dostaneme

(1.12)
Analogicky mozno ukazat, ze plati

(1.13)

zlozky deformacie odvodené vpredu pre takyto pripad.



Predchadzajuce vztahy staci uz len doplnit o analogické ¢leny pre smer osi zz a mdzme zapisat
nezavislé zlozky Green-Lagrangeovho tenzora deformacie do vektora
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Pozndmka 1 : Ina formu odvodenia zlozZiek Green-Lagrangeovho tenzora deformacie sme uviedli a
vyrazy vyuZzili v [2], kap. 11 Spojité teleso - teoretické minimum a kap. 12 Lagrangeovskd formuldcia
geometricky nelinedrneho prvku rovinnej napdtosti. VSeobecné zaklady kinematiky velkych
deformacii pomocou tenzorovej algebry uvadzame v doplnku D3.

Pozndmka 2 : Ak prut o dizke l, rovnobeZny s osou x na konci umiestnenom v zaciatku

stradnicového systému upevnenime a na druhom konci natiahneme o di?ku A/ potom sa jeho
dizka zmeni na ¢ =/, + A/ a funkcia posunutia bude

u(x):ﬁx: =t X
o o
Podla vztahu (1.3), platnom pre malé deformacie, Standardna "inZinierska" miera deformécie pruta je
. _Ou_ =ty
ing = ox EO

Zo vztahu (1.12) pre Greenovu mieru deformacie pruta plati
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<« 1) je rozdiel medzi obidvomi mierami zanedbatelny
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Pre malé deformacie (¢,
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Green-Lagrangeov tenzor deformdcie je nezavisly na tuhom posunuti a tuhej rotacii telesa, a preto sa

v MKP casto vyhodne vyuziva pri rieSeni Uloh s malymi deformdaciami ale velkymi posunutiami a
velkymi rotaciami v tzv. korota¢nom suradnicovom systéme (v [2] su to kapitoly 1, 7 a 12).



Pozndmka 3 : Vratme sa eSte raz k obrazku, z ktorého sme urcovali zlozky Green-Lagrangeovho
tenzora deformacie:

A(x\y') )

A(X,V) dX B Ug

Obr. 1.4

Green-Lagrangeovsku pomernu deformaciu €, vyjadruje, ako sme uZ uviedli, pomer
_ A'B'—AB
=
AB
Je to vyraz analogicky s malymi deformaciami, ale vSimnime si, Ze teraz smer spojnice A'B’, a teda

&

smer ¢, , je iny ako smer AB, resp. dx. Zlozka ma smer totoZzny so smerom x', do ktorého sa natocila

usecka dx ucinkom zatazenia. Ak pri dalSom zataZzovacom kroku sa Usecka len posunie a natoci, bez
zmeny vzdialenosti A'B', potom sa velkost deformacie nezmeni. Zlozky Green-Lagrangeovskej
deformacie sleduju svojim smerom rotaciu elementu (materidlovej ¢astice) ale ich velkost je na tejto
rotacii (a samozrejme i na tuhom posunuti) nezavisla. Plati to potom i pre ich partnerské (energeticky
zviazané) napéatové zlozky druhého Piola-Kirchhoffovho napdtia.



