D 16 Prenos tepla

Prenosom tepla, s obmedzenim na tuhé telesd, sme sa uz Ciasto¢ne zaoberali v D7 a v [1]; v tomto doplnku sa
k prenosu tepla vratime komplexnejSim pohladom.
Tri sposoby prenosu tepla

Pod prenosom tepla sa rozumie vedecka disciplina, ktora sa zaobera prenosom tepelnej energie v telesach a
tekutinach (kvapalinach a plynoch) vyvolanom rozdielom teplét. Rozoznavame tri spOsoby prenosu tepla:

a) vedenim (kondukciou)
b) pradenim (konvekciou)
c) Ziarenim (radiaciou)

Teplo (tepelnad energia) uréitého mnozstva latky predstavuje suhrn spriemerovanej kinetickej energie jej
Castic (molekul a atomov). Pri prenose tepla vedenim sa uskutoCrfiuje vymena energie medzi stykajucimi sa
Casticami s rozdielnymi teplotami. Kondukcia silne zavisi od vlastnosti média a vyskytuje sa nielen v tuhych
telesach ale aj v kvapalinach a plynoch.

Molekuly kvapalin a plynov sa mdzu volne pohybovat a pri tomto pohybe z chladnejsej do teplejsej oblasti
prenasaju energiu. Tento prenos tepla sprevadzany aj medzimolekulovou kondukciou sa nazyva prenos tepla
prudenim. Ak pohyb tekutiny vyvolavaju len rozdiely jej hustoty sp6sobené rozdielnou teplotou, hovorime o
volnej, resp. prirodzenej konvekcii. Ak je prddenie vyvolané vonkajsou silou (pumpovanie, fakanie a pod.)
hovorime o vynutenej konvekcii.

Vsetky telesd s nenulovou absolldtnou teplotou vyZaruju tepelnu energiu. Tepelnd radiacia je jediny spOsob
prenosu tepla, ktory nevyZaduje materidlne médium, aby doslo k prenosu energie. Teplo sa vyZaruje z povrchu
objektu prostrednictvom elektromagnetickych vin. Ked tieto viny zasiahnu povrch iného objektu, ¢ast energie sa
odrazi, ¢ast sa pohlti a zvySok sa siri dalej.

Pri redlnych problémoch prenosu tepla v technickej praxi sa obycajne stretdvame so vSetkymi tromi
sposobmi prenosu tepla. Casto viak ich podiel je kvantitativne vyrazne rozdielny a Glohu moZno mnohokrat
redukovat len na jeden, ktory vyrazne prevlada v celkovom prenose energie.

Specidlnym pripadom zmeny tepelnej energie su fazové premeny latky (var, kondenzécia, roztapanie,
tuhnutie), kedy pri konstantnej teplote latka spotrebuva teplo (pri uvolhovani medzimolekulovych vazieb) alebo
vydava teplo (pri vytvarani pevnejsich medzimolekulovych vazieb latky).

Zakladné vztahy

Pri analyze prenosu tepla sa vyuzivajua vztahy, ktoré kvantifikuji mnozstvo energie, ktoré prejde za jednotku
Casu cez jednotku plochy, pricom hnacou silou tejto rychlosti energetického toku je teplotny rozdiel, resp.
teplotny gradient. Pri prenose tepla vedenim sa tento vztah nazyva Fourierov zdkon, ktory pre jednorozmerné
vedenie tepla ma tvar

qg= LU (1)
dx

kde g [W/m?] oznaduje hustotu tepelného toku v smere x, A [W/(mK)] je stcinitel tepelnej vodivosti latky, T [K]

je teplota a dT/dx je teplotny gradient v smere x. (Teplo je vedené v smere klesajlcej teploty a preto pri
kladnom g je teplotny gradient zaporny.) Hodnoty koeficientu vedenia tepla pre niektoré materialy sme uviedli
v tab. 1.

Pri prenose tepla medzi pridiacou tekutinou s teplotou T, a stenou tuhého telesa s teplotou T sa uplatriuje

Newtonov zakon ochladzovania
q=h(T =Ty) (2)

kde h [W/(m°K)] je koeficient prestupu tepla konvekciou (koeficient prestupovej vrstvy). Typické hodnoty
tohoto koeficientu uvddzame v tab. 2.



Mnozstvo tepla za jednotku Casu (tepelny tok) Q [W], ktoré moze vyZiarit plocha S absolltne Cierneho telesa
s teplotou T uddva Stefan-Boltzmannov zakon

Q=oT"*s (3)

kde o [W/(m’k*)] je Stefan Boltzmannova konstanta (0 = 5,67 10%) a T je absolutna teplota plochy. Teplo,
ktoré vyzZaruje redlny povrch pri tej istej teplote je vo vSeobecnosti mensie, ¢o sa vyjadruje bezrozmernym

nasobkom (emisivitou) £< 1. Ak horuci objekt s plochou S;, emisivitou & a teplotou T, je cely obkoleseny

omnoho vac3ou plochou o teplote T, tepelny tok je
Q=gs, =§08,(T;' - T,) (4)

Pokial' analyzujeme mnoistvo vzajomnej vymeny vyzarovaného tepla dvoch telies s plochami S; a §,, vztah
(4) sa komplikuje a mozno ho formalne vyjadrit v tvare

Q= f1f2‘910-51(7-14 _T24) (5)

kde bezrozmerny sucinitel' f; vyjadruje emisno-absorbéné vlastnosti oboch ploch a f, vzdialenost a vzdjomnu
geometrickl orientaciu oboch vyZarujucich pléch.

Tabulka 1 Niektoré hodnoty koeficientu tepelnej vodivosti [Lit1]

Material A [W/(mK)]
Kovy

Cisté striebro 410
Cista med' 385
Cisty hlinik 200
Cisté Zelezo 73
Zliatiny

Nehrdzajlca ocel (18% Cr, 8% Ni) 16
Hlinikova zliatina (4,5% Cr) 168

Nekovové materidly

Plastickd latka 0.6
Drevo 0.2
Kvapaliny

Voda 0,6
Plyny

Suchy vzduch (pri atmosférickom tlaku) 0,025

Tabulka 2 Niektoré hodnoty koeficientu prestupu tepla konvekciou [Lit1]

h [W/(m*K)]

Plyny (neprudiace) 15

Pradiace plyny 15 -250
Kvapaliny (neprudiace) | 100

Pradiace kvapaliny 100 - 2000
Vriace kvapaliny 2000 - 35000
Kondenzujuce pary 2000 - 25000




Rovnica vedenia tepla

Zakladnou (primarnou) premennou, ktoru treba urcit pri Glohe vedenia tepla v tuhom telese, je teplota, ako
funkcia polohy pri ustdlenom stave T =T(x,y,z), resp. ako funkcia polohy a ¢asu T =T(x,y,z,t), pri
nestacionarnom vedeni tepla. Z tejto funkcie potom uz mozno urcit sekundarne premenné: teplotny gradient
pomocou parcialnej derivacie tejto funkcie, alebo tepelny tok z Fourierovho zdkona. Fukcia T =T(x,y,z,t) sa
ur€uje z diferencialnej rovnice vedenia tepla, ktoru teraz odvodime z bilan¢nych vztahov (zo zakona zachovania
energie) diferencidlneho elementu vyrezaného myslenymi rezmi z telesa, v ktorom prebieha proces vedenia
tepla (obr. 1).
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Obr.1 Diferencidny element pre analyzu vedenia tepla v telese

Vo vieobecnom bode telesa (x,y,z) hodnoty mnoZstva vedeného tepla za jednotku ¢éasu Q [W=J/s] v smere
suradnicovych osi rozvinieme do skrateného (dvojc¢lenného) Taylorovho radu a dostadvame

0q,

Qx+dx = Qx + dx
X
0Q
— y
0Q
QZ+dZ = QZ + Z dZ
0z
Budeme tiez predpokladat, Ze v elemente sa generuje teplo
Q,., = Qdxdydz (7)

kde Q [W/m?] je vydatnost tepelného zdroja.

Velkost akumulovaného tepla v elemente (t.j. maximalne mnozstvo tepla, ktoré je schopny v sebe
"uskladnit") zavisi od $pecifickej tepelnej kapacity materialu ¢ [J/(kgK)], jeho hmotnosti (t.j. od hustoty materialu
P a objemu) a rychlosti zmeny teploty
oT
ot
Tepelnd bilancia elementu za jednotku casu sa potom zostavi takto: Sucet privedeného tepla a generovaného

tepla sa musi rovnat suctu odvedeného tepla a akumulovaného tepla. S prihliadnutim na obr. 1 potom
dostavame rovnicu

Qakum = C,OdXdde (8)

— oT
QX + Qy + Qz + QdXdydz = Qx+dx + Qy+dy + Qz+dz +pCdXddeE (9)
Do tejto rovnice dosadime vztahy (6) a usporiadame ¢leny
0Q _
99, dx——2dy - oq, dz +Qdxdydz = pca—dedydz (10)
ox dy 0z ot



Podla Fourierovho zakona (1) plati

Q, =q,dydz=-A dydza—T
0x

Q, = dxdz == dxdzg—T

y

Q, =q,dydz =-A dydzg
0z

Po dosadeni tychto vztahov do (10) a vydelenim rovnice objemom elementu dxdydz dostavame diferencialnu
rovnicu nestacionarneho vedenia tepla

i%OTD aﬁa_TDigLaTD
ox axgay y@yH'-az GzH‘-
Ak sa material z hladiska tepelnej vodivosti chova izotropne (A, = A, = A, = A) rovnica sa zjednodusi

02T+02T+02T Q_1or
x> dy* 022 A a ot

(11)

(12)

kde @ = A /(pc) sa nazyva sucinitel tepelnej difuzivity.
Ak sa analyzuje ustalené vedenie tepla bez vnutornej generacie tepla, rovnica sa zmeni na
0°T 0T 0T
2t 2t 27
Ox~ 0y° 0z

(13)

a ked'to bude jednorozmerna uloha, plati

oTQ

00
alaxa_

Pretoze (1) je diferencidlna rovnica 1. radu vzhladom na ¢as, musime pre fu zadat jednu zaciatocnu
podmienku

(14)

T(x,y,z,t = 0) =T, (x,y,z) (15)

kde funkcia T, uddva rozdelenie teploty na zaciatku rieSenia Glohy v celom objeme telesa.

Okrem toho pre diferencialnu rovnicu 2. radu (vzhfadom na polohové premenné) musime zadat dve okrajové
podmienky. Dirichletova okrajova podmienka v tomto pripade je

T(X,y,z,t) =T, (X,y,z,t) na S, (16)

kde S, je ¢ast povrchu telesa, kde sme predpisali teplotu pomocou funkcie Tj.
Neumannova okrajova podmienka predpisuje hustotu tepelného toku g (vo W/mz) cez plochu S,

E=An3—:=ﬁxg—1cosa+/1 3ycos,8+/1 ?3 cosy na S, (17)

kde vystupuju smerové kosinusy vonkajsej normaly k ploche. Vo vieobecnosti plochy S, a S, predstavuju sihrn

viacerych ploch prislusného typu aplati S, 1S, =S, 5, n'S, =0, kde S je celkovy povrch telesa.

Priklad jednorozmerného vedenia tepla

Uvazujme prut (chladiace rebro) konstantného prierezu S na obr. 2, ktorého dizka L vyraznejsie prevlada nad
Sirkou. V takomto pripade mozno zanedbat zmenu teploty v prieénom smere a riesit dlohu ako jednorozmernu
v smere osi x. Prat je votknuty do steny s vysokou teplotou Ty, je obtekany chladiacim médiom o teplote T., a
ma slazit na odvod tepla zo steny. Zaciatok pre x sme zvolili ¢o do priebehu teploty trochu nenazorne na konci
pruta, pretoZe v takomto pripade hladana funkcia T(x) ma jednoduchsi tvar, ako v pripade volby zadiatku vo



votknuti. Plati to potom aj pre aproximacnu funkciu vyuZivanu pri jednotlivych numerickych metddach. Material
prita ma vodivost A a zndmy je aj sucinitel prestupu tepla medzi pritom a chladiacim médiom h. Sirka a
hrubka prata je potrebna len na vypocet obvodu (perimetra) pruta p a tvar prierezu pruta pri tejto ulohe teda
nie je vyznamny.

Obr. 2 Obrdzok pre analyzu tepelnych a teplotnych pomerov pruta (chladiaceho rebra)
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Obr. 3 Tepelnd bilancia diferencidlneho elementu pruta

Z pruta vo vzdialenosti x a x+dx myslenymi rezmi vyrezeme diferencidlny element (obr. 3) s dizkou dx.
Tepelny tok vo vzdialenosti x ozna¢ime Q a budeme predpokladat, Ze do elmentu vchadza (v bilanénej rovnici
bude mat znamienko +). Tepelny tok, ktory vo vzdialenosti x+dx z elementu vychadza je Q+(dQ/dx)dx (je to
linearizacia funkcie Q v jej okoli pomocou dvojélenného Taylorovho radu). Na ploche pdx eSte odchddza z
elementu teplo pdxh(T -T,), kde T je teplota v mieste x a T, je teplota okolitého média v dostatocne velkej

vzdialenosti od steny vySetrovaného telesa. Potom bila¢na rovnica je

Q—(Q+Z—de)—ph(T—Too)dx=0 (18)
X
z ktorej dostavame
9Q 4 ph(T T} =0 (19)
dx

Ked' uplatnime vztah medzi tepelnym tokom Q a teplotnym gradientom podla Fourierovho zdkona (1)

Q=-1 SZ_I (20)

dostaneme diferencialnu rovnicu platnu pre priebeh teploty po dizke pruta

2
A5 L (T =T,0) = ph(T ~T,0)=0 (21)
dx

Zavedenim funkcie prevysujucej teploty
I(x)=T(x)-T, -  T(x)=T,+3(x) (22)

a zlucenim ostatnych konstant do ,uz sa rovnica (21) zjednodusi na

d*3(x)

ol

s okrajovymi podmienkami (zanedbdvame odvod tepla konvekciou cez koncovu Celnu plochu prata - mald v
porovnani s celkovou boénou plochou - budeme tuto plosku povaZzovat za tepelne izolovanu)

*9(x)= kd _ph
£9(x)=0 e 4 P (23)



d9

] =0 a I =Ty~ T (24)
x=0
VSeobecné riesenie diferencialnej rovnice (23) je
I(x) =Ce” +Ce™™ (25)

ktoré sa po uplatneni okrajovych podmienok (24), vypotlte integraénych konstdnt a po prevode J(x) na
T(x) podla (22) zmeni na
To—To

T(x)=Te + o 4ot

(e”x +e_”") (26)

Toto rie$enie Ulohy budeme povaZovat za exaktné a graficky priebeh teploty T(x) po dizke pruta sme znazornili
na obr. 3 pre tieto konkrétne hodnoty: L =20 cm, p =10 cm, S=5cm? A = 120 W/(m°C), h = 96 W/(m? °C), To=

160 °C, Ty, = 10 °C. Z uvedenych hodnét dostaneme podla (23) ,u2 =160 1/m’.
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Obr. 3 Priebeh teploty po dizke prita podla exaktného riesenia (26)

Numerické metddy riesenia uloh vedenia tepla

Exaktné riesenie diferencidlnej rovnice vedenia tepla v telese mozZno ziskat len pre obmedzenu triedu
jednoduchych uloh. Existuje vS§ak mnozstvo numerickych metéd, ktoré mozno vyuzit na aproximativne rieSenie
ulohy, pricom volba metddy zavisi od konkrétnehu charakteru a zloZitosti Ulohy. My sa budeme venovat
predovsetkym univerzalnej metdde konecnych prvkov, ale v tejto Casti na horeuvedenom jednoduchom
priklade jednorozmerného vedenia tepla uplatnime aj rieSenie inymi metédami. Posluzi to na informaciu o
zéakladnych numerickych metddach (daju sa, samozrejme, vyuZivat aj pri rieSeni inych uloh), umozini to ich
porovnanie a rozlisenie a ziska sa tym aj pohlad na miesto a zaradenie MKP v mnoZine numerickych metéd.

Pokial' nerozdelime vySetrovany interval na viacero usekov, musime si pri numerickom rieseni
jednorozmernej ulohy zvolit globalnu aproximativnu funkciu, splfiajucu predpisané globélne okrajové

podmienky. Casto sa takato funkcia voli v tvare kombindacie tzv. testovacich funkcii N;(x)

n
T(x)=T(x)=T(x,a4,0,,0,,...,0,) =0, + ZG,N,(X)
i=1 (27)
s nezndmymi koefocientami a;, ktoré treba urcit pomocou zvolenej numerickej metddy. Testovacie funkcie
musia byt spojité a diferencovatelné az po najvyssi stupen derivacie obsiahnutej v diferencialnej rovnici dlohy.

Pre numerické rieSenie horeuvedeného jednorozmerného vedenia tepla zvolime aproximaénu funkciu
prevysujucej teploty s jedinym neznamym koeficientom @, v tvare



(X) =T(X) = Too =0y +ay Ny (x) = (Ty = Teo) 1+, (x* / 2 =1)] (28)
ktora je diferencovatelnd az do druhého radu a spiiia okrajové podmienky (24).

Ritzova metdda

Ak aproximativny navrh rieSenia (28) dosadime do diferencidlnej rovnice (23), rovnica vo vSeobecnosti
nebude splnena a dostaneme nenulovy zvysSok (reziduum)

d*S(x)

R(x)=———-1/5(x) 20 (29)
X

Pri jednoduchej Ritzovej metdde sa vyzaduje nulova integrdlna hodnota zvysku na intervale rieSenia

L ~
C? 9 (x ~ [
[Fae o0 =C
X
0 (30)
¢im dostaneme rovnicu pre urcenie koeficientu a; , a tym viac-menej Uspesné spresnenie aproximativneho

rieSenia. Po dosadeni (28) do tohto integralu, po integracii a vycisleni s konkrétnymi hodnotami prikladu
dostaneme

1,502
o, =2 =1,0213 (31)
3+ 1L
a upravené priblizné rieSenie (28) je
T(x) =Too + D) = Too +(Ty —Teo ) [1+1,0213(x° / 2 —-1)] (32)

¢o sa malo lisi od parabolického priebehu x* /LZ, ktory by sme dostali pri a; = 1. Funkciu 'f(x) sme v obr. 4

graficky porovnali s exaktnym rieSenim.
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Obr. 4 Priebeh teploty podla exaktného riesenia (26) a pribliZného riesenia Ritzovou metddou (32)

Variaénd metdda (Rayleigh-Ritzova metdda)

V mnohych pripadoch mozno riesenie diferencidlnej rovnice nahradit ekvivalentnou varia¢nou ulohou
najdenia funkcie, ktord minimalizuje Specidlny integral (funkcional, potencidl) zviazany s danou diferencidlnou
rovnicou. Variaciu funkcionalu diferencialnej rovnice (23) mozno vyjadrit vo forme Euler-Lagrangeovej rovnice

L
_ e, 0 )
51—‘!% uﬁESﬁdx-O (33)



kde O je symbol variécie prislusnej funkcie alebo veli¢iny. Integrovanim prvého ¢&lena integrantu per partes sa
znizi stupen derivécie v rovnici a dostdvame

L « (o 0d(50) .
oo - E_H—d - ¥6%dx =0
% % -!: dx O dx 3 ,u-([' 3 (34)
Rovnicu mozno upravit na
o an) 0

(35)

kde sa vyuzili vztahy z variatného poctu

dié®) .dd0  do .do0 1 .ol 1.2
=0 : —90 ==90 ; VoY ==068
dx de Ef dx de E 2 de E 2

Z okrajovych podmienok (24) vyplyva, Ze prvy clen v rovnici (35) je rovny nule, takZe varia¢nd formuldcia nasho

prikladu je
L 0
51:5}l ﬂngﬁzwx:o
5 2 Fldx B

(36)
Odmena za ndmahu spojenu s uréenim variacného integralu
L
1 G f O
I =I— g + 1’ [Hlx
2 Fdx 8
0 (37)
spociva v tom, Ze ak do neho dosadime aproximacnu funkciu v tvare podla (27)
~ n
Hx)=a, + Z a;N;(x)
i=1 (38)

a vykoname integraciu, dostaneme funkciu s n neznamymi koeficientami a;, ale zdroven aj n rovnic na ich
urcenie podla zdsad hladania extrému funkcie viacerych premennych

a—|=0 i=1,2,..,n (39)
da;

pricom so zvySovanim poctu koeficientov aproximativna funkcia konverguje k exaktnému rieseniu.

VyuZime teraz tuto metddu na priblizné rieSenie nasho prikladu pricom aproximacna funkcia (28) ma len
jeden neznamy koeficient. Dosadime ju do variacného integralu (37)

1T - T )X
= — lj—

I
4
ZOD L

2 2 O
ay + u* Ho —Teo +0,(Ty = Too)(x* = 1)H Ddlx
H (40)
Parcidlnu derivaciu tohto vztahu podla a; postavime rovnd nule, ¢o poskytne rovnicu pre urcenie tohto
koeficientu

ol _:Bsa, , , U Ok OIK* 3
(o +2° O+ -1 ~1fdx =0
o e

Po vyjadreni integralu a dosadeni konkrétnych hodnét prikladu, pre koeficient a; plati

5.1 5[160(0,04
= K - = =0,899 (42)
10+4,7°2 10+4016000,04

(41)

a,



Spresnené aproximativne rieSenie s tymto koeficientom podla (28) je
T(X) =T +3(x) = Too +(T, —Too )1 +a, (x> /12 —1)] =10 +150[1+0.899(x* /0.04 -1)]  (43)
Funkciu 'f(x) sme v obr. 5 graficky porovnali s exaktnym rieSenim.
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Obr. 5 Priebeh teploty po dizke prita podla exaktného (26) a variacného (43) riesenia

Variaénd metdda poskytla kvalitnejSiu aproximdciu rieSenia ako jednoducha Ritzova metdda, navyse, v
pripade zlozitejsej ulohy, mdme moznost volit aproximativnu funkciu vy$sieho stupna s viacerymi koeficientami.
Sustavu rovnic na ich urcenie potom zostavime z podmienok minmalizacie variacného integralu podla (39).

Metody vazenych zvyskov

V metddach vaienych zvyskov (rezidui) hladdme konstanty vhodne zvolenej funkcie aproximativneho
rieSenia diferencidlnej rovnice tak, aby zvysok, t.j. vyraz popisujuci mieru nesplnenia diferencidlnej rovnice,
nadobudal bud nulovd hodnotu vo vybranych bodoch, alebo aby bol nulovy v zmysle priemernych hodnét,
alebo aby bol nejakym sp6sobom minimalizovany.

Nech problém, ktory nie sme schopni exaktne riesit, ma vseobecny tvar
D(T(x))+q(x)=0 (44)

kde D je linearny diferencidlny operator a g je udana funkcia. Potom ak v tomto vztahu uplatnime aproximacnu
funkciu (27), rovnica nebude splnena a dostaneme nenulovy zvysok (reziduum)

R(x) =D(T(x))+g(x) # 0 (45)
Cielom metdéd vaZenych zvy$kov je nutit funkciu R(x)blizit sa k nule uréitym sumaénym (integralnym)
spriemerovacim spésobom na celej (v naSom pripade jednorozmernej) oblasti
L
IR(X)W,(X)O'X =0 i=1,2,...,n
0 (46)
kde pocet tzv. vdhovych funkcii w; sa rovna poCtu neznamych koeficientov v aproximacnej funkcii f(x) z

jasného dovodu - aby sme dostali potrebny pocet rovnic na ich urcenie. Jednotlivé metddy , z ktorych
najznamejsie teraz stru¢ne spomenieme, sa od seba liSia volbou vahovych funkcii v (46)

Kolokacnd metoda

Jednoducha metdda kolokacii (umiestneni) rovnomerne umiestiuje tzv. kolokacné body po oblasti riesenia a
vyzaduje v nich nulovi hodnotu zvy$ku. Vadhové funkcie sa vyberaju z triedy Diracovych O fukcii s vlastnostami

ox—x)=1 x=x;
ox—x,)=0 xZXx;

¢o po aplikacii v (46) vedie na sustavu rovnic



R(x;)=0 (47)
VyrieSime teraz nas priklad touto metédou. Aproximacna funkcia (28)

Bx) = (T ~Teo) B +a,(* /2 -1)H

ma len jeden nezndmy koeficient, zvolime teda len jeden kolokaény bod x = L/2 v strede prita. Na urcenie a,
podla (47) a (29) zostavime rovnicu

d(x) 5=, O
Err e wox)g =0
O ax |3(=L/2 (48)
z ktorej po dosadeni a jednoduchom rieseni dostdvame
a1°r 41 4
= 'UZ = 601004 _ 0,941 (49)

T g+322  8+3(16000,04
Spresnené aproximativne rieSenie s tymto koeficientom podla (28) je
T(X) =Too + I(X) = Too +(Ty = Too)[1 +a, (x> /1> —=1)] =10 +150[1 +0.941(x> /0.04-1)]  (50)
Funkciu 'f(x) sme v obr. 6 graficky porovnali s exaktnym rieSenim.
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0 0.1 0.2 x[m]
Obr. 6 Priebeh teploty po dizke prita podla exaktného (26) a kolokacného (50) riesenia

Metéda najmensich Stvorcov

Pri tejto metdde sa vychadza zo spojitej funkcie vytvorenej integralnou sumdaciou kvadratov zvysku na oblasti
rieSenia
L

S(x) = IRZ(x)dx
0

Minimum tejto skaldrnej fukcie sa hladd tak, Ze sa jej derivacie podla vSetkych nezndmych koeficientov
aproximacnej funkcie postavia rovné nule, ¢im dostaneme rovnice na ich vypocet

L
OR .
J'R(x)—dx:O i=1,2,...,n
da;
0 (51)
Porovnanim so (46) vidiet, vidiet, Ze vahovymi funkciami su vyrazy
_ R
w; =—
00,

VyriesSime teraz nas priklad touto metddou. Aproximacna funkcia (28)



3(x) = (T ~ T ) H + 0, (6 /2 = 1)H

ma len jeden neznamy koeficient a, . Na jeho urcenie podla (51) a (29) zostavime rovnicu
¢o vedie na

L
J'{ %al - u? (L2 +a,x° - ale)gz — x>+ u’r )} dx =0
s vysledkom i

_ 2,usz_'_%,u4L4

a =0,935 (52)

Spresnené aproximativne riesenie s tymto koeficientom podla (28) je
T(X) =T +3(x) = Too +(Ty =T )1 +a, (x> /1 —1)] =10 +150[1+0.935(x* /0.04-1)]  (53)
Funkciu 'f(x) sme v obr. 7 graficky porovnali s exaktnym rieSenim.
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Obr. 7 Priebeh teploty podla exaktného riesenia (26) a rieSenia metddou najmensich stvorcov (53)

Galerkinova metoda

Galerkinovu metddu mozno strucne uviest ako Specidlny pripad metddy najmensich Stvorcov, kedy ale v
minimaliza¢nej rovnici (51) vahovymi funkciami su testovacie funkcie N,(x) aproximacnej funkcie (27).
Koeficienty aproximacného rieSenia sa potom podla (51) ur€uju zo sustavy rovnic

L
J'R(X)N,(x)dx:O i=1,2,...,n
0 (54)

VyrieSime teraz nas priklad touto metédou. Aproximacna funkcia (28)
B(x) = (T ~ T ) H + 0, (6 /2 = 1)

ma len jeden neznamy koeficient a;. Na jeho urCenie podla (54) a (29) zostavime rovnicu s kvadratickou
vahovou funkciou
N, (x)=1-x"/1
a dostavame
L1273 2
e i
ol & (55)

Koeficient po vyjadreni a vycisleni je



5P

= =0,899 (56)
10+4L°1

a,

Spresnené aproximativne rieSenie s tymto koeficientom podla (28) je
T(X) = Too + I(x) = Too +(Ty = Too)[1 +a; (x* /1> —=1)] =10 +150[1 +0.899(x* / 0.04 —1)] (57)

Toto rieSenie je totozné s rieSenim, ktoré sme dostali pri aplikacii varianej metddy (43) a grafické
porovnanie s exaktnym rieSenim je také isté, ako udava obr. 5. Je moziné dokazat, Ze variatna a Galerkinova
metdda davaju rovnaky vysledok za predpokladu, Zze pre danu uUlohu moZno zostavit klasicky variaény
funkcional.

Z hladiska metédy konecnych prvkov je Galerkinova metdda zaujimava tym, ze pri jej aplikacii nie na celd
oblast (teleso) ale na individualnu podoblast (prvok) poskytuje nastroj na formuldciu matic kone¢ného prvku. V

takom pripade zistime, Ze funkcie N, su vlastne interpolacné (aproximacné, tvarové) funkcie prvku N,-e
definované na oblasti prvku [1] a koeficienty a; si nezname prvkové uzlové hodnoty ulohy (teploty uzlov prvku,

zovSeobecnené uzlové posunutia atd’.).

Silné a slabé rieSenie tlohy okrajovych hodn6t

Priklad, ktorym sme sa zaoberali v predchadzajucich éastiach, méZzeme povazovat za jednoduchu dlohu
okrajovych hodnét definovanu diferencidlnou rovnicou

d’s
y ix) - 1/ 3(x)=0 x 0[0, L] (58)
X
a okrajovymi podmienkami
dd
E =0 a 79|x=L = TO - Too (59)
x=0

Klasické, "silné" riesenie tejto ulohy je funkcia #(x), pre ktoru plati

1. J(x) ma dve spojité derivacie na intervale [0, L]

d9

2. =0, J0)=T, Ty

x=0
d*S(x .
#—,uzz?(x) =0, prekazdé x vintervale [0,L]
Existuje vela funkcii, ktoré splfiaju kritéria 1 a 2, ale len jedna funkcia (t.j. exaktné riedenie diferencialnej
rovnice), ktora spfﬁa kritérium ¢. 3.

Ak rovnicu (58) vynasobime spojitou funkciou v(x), pre ktoru tieZ platia okrajové podmienky (59), a
vyjadrime urcity integral tohto sucinu na intervale [0,L], rovnost sa nenarusi a plati

: 29 (x) O
- u* =0
OI g—xz u (X)Ev(x)dx

pri nezmenenych okrajovych podmienkach (59). Definovali sme takto slabu (integralnu) formu nasej okrajovej
Ulohy a pre slabé riesenie F(x) plati

(60)

1. &(x) ma dve spojité derivacie na intervale [0, L]

ds

2. =0, 9(0)=T, ~To,

x=0

LDdB—Zﬁ(X) ONV0 =0, pre kad funkeiu v(x) spl k dmienk
3a. . =0, prekaidu spojitu funkciu v(x) spliajucu okrajové podmienky
0 dx B



Rovnica (60) predstavuje alternativnu, integralnu, slabud formu diferencidlnej rovnice (59). Je to z hladiska
vyuZitia na rieSenie ulohy okrajovych hodnot prinajmensom rovnocennd nahrada, pretoze plati:

a) Ak existuje silné riesenie existuje aj slabé riesenie

b) Ak existuju obe rieSenia, tak su identické

c) Slaba formulacia prevadza vztah definovany diferencialnou rovnicou na integrélny vztah a pozaduje
jeho splnenie v uréitom funkcionalnom zmysle, ¢im zoslabuje poziadavky na hladkost hladaného
rieSenia. Poskytuje moZnost rieSenia Sirsej triedy uUloh a je vhodnejsia na vyuZitie pri pribliznych
numerickych metddach

Slabu formu diferencialnej rovnice mbzeme zapisat aj v tvare
L

IR(X) v(x)dx =0
0 (61)

kde R(x) je rezidudlna funkcia, (stretli sme sa uZ s fiou pri horeuvedenych pribliznych rieSeniach), ktora sa rovna
nule, ak (x) je exaktné riedenie diferencialnej rovnice ulohy.

Slabd formuldcia v tvare (60) ma nevyhodu v tom, Ze vyZaduje druhl derivaciu hladanej funkcie #(x) a len
jednoduchu spojitost testovacich funkcii v(x). Obyéajne sa preto vyuZiva "vyrovnanej$ia" forma, ktord
integrovanim per partes podla vztahu

[ £ v = 00w = [ £10v"(x)ex )

znizi rad derivacie funkcie (x) v &lene integrandu f(x), ktory ju obsahuje, na tGkor jeho zvy$enia pre funkcie
v(x).
Pre nas priklad upravena slaba forma bude

L L L Lo L
J'R(x)v(x)dx :J‘d 192)() v(x)dx —,uzj'ﬁ(x) v(x)dx = do) vix)| - Mdv—(x)dx - ,uzj'ﬁ(x) v(x)dx =0
5 5 dx 5 dx o 3 Ox dx 3

(63)

Dostavame takto ekvivalentnd ndhradu slabej formy (60), ktord s v(x) = N, (x) podla (54) dava to isté priblizné
rieSenie ako (58).

Pod vhodnejsim tvarom slabej formy diferencidlnej rovnice sa mysli, ako sme uz spomenuli, predovsetkym
vhodnejsi tvar na priblizné numerické riesenie, ktoré v dalSej Casti zrealizujeme pomocou MKP s vyuZitim
Galerkinovej metédy na urcenie zakladnych vztahov (matic) tlohy.

RiesSenie jednorozmernej tlohy pomocou MKP

Metdda konecnych prvkov patri do kategdrie metdd, o ktorych sme hovorili v predchadzajucich castiach.
Mozno ju oznadit za univerzalnu metddu priblizného riesenia obyc¢ajnych a parciadlnych diferencialnych rovnic, s
ktorymi sa stretdvame pri formuldcii uloh zaciato¢nych a okrajovych hodnoét v jednotlivych oblastich fyziky a
mechaniky kontinua.

Charakterizuje ju predovsetkym to, ze MKP globalnu oblast dlohy meni na sihrn jednoduchych podoblasti,
nazyvanych konecné prvky, a Ze na kazdej podoblasti sa priblizné rieSenie rovnic hlada vo forme polynémov.
Prva vlastnost (rozdelenie celku na jednoduché €asti) umozriuje riesit geometricky zloZité oblasti s lokalnymi
nespojitostami a zloZitymi okrajovymi podmienkami. Na vyssie uvedenych prikladoch sme videli, Ze metddy
vazenych zvyskov i ostatné variacné metddy vedu na urcity integral funkcie zvySku na oblasti rieSenia ulohy,
ktory pri komplikovanejsej globdlnej oblasti je velmi zloZity alebo nerieSitelny. Zavedenie konecnych prvkov
umoznuje vyjadrit variaény integral ako sucet jednoduchych integrélov na tychto podoblastiach.

Polynomické funkcie na podoblasti zase prinasaju jednoduchost do formulacie lokalnych integralov a po
jednoduchej Uprave predstavuju na kone¢nom prvku fyzikdlne nazorné interpolacné (aproximacné, tvarové)
funkcie, ktoré interpoluju cCiselné hodnoty rieSenia (primarne nezndme) na urcitom pocte vybranych bodov
(uzlov) prvku. Medzi susediacimi prvkami treba zarudit podmienky spojitosti, aby bola zaruéend spojitost
globalneho riesenia.



K vypoctovému modelu MKP, ktory predstavuje sustava rovnic na uréenie nezndmych ¢iselnych parametrov
sa mozeme dopracovat viacerymi postupmi, pricom sa zohladriuje ich vhodnost pre dany typ Ulohy. Casto sa
vyuziva variacna Rayleigh-Ritzova metdda, princip minima celkovej potencidlnej energie telesa, princip
virtualnej prace, resp. virtudlnych posunuti a metddy vazenych zvyskov (pozri napr. [1],[2], D7). Teda MKP patri
do kategédrie metdd, pri ktorej sa priblizné polynomické riesSenie jednorozmernej tlohy

D(x) = ia,N,(x)
= (64)

na kazdom elemente vyjadruje z integrdlneho funkciondlu zviazaného s diferencidlnou rovnicou ulohy. Tiez
treba spomenut fakt, Ze vo vseobecnosti metdda vedie na velky pocet prvkov, uzlov a velkd sustavu rovnic.
Pracuje sa teda s velkym poc¢tom vztahov a &isiel a preto nielen na globalnej Grovni, ale aj na prvku, sa vyuZiva
maticovy zapis. PretoZze konecné prvky konkrétnej fyzikalnej tlohy su formalne rovnaké (lisSia sa len ciselnymi
parametrami), byva zvykom prvkové vztahy a matice vyjadrovat na vSeobecnom (e-tom) prvku, ktoré potom
platia pre kazdy prvok vypoctového modelu.

Ukdazme si teraz rieSenie jednorozmernej ulohy vedenia tepla pomocou MKP, pricom vyuZijme Galerkinovu
metddu. Nie je to najjednoduchsi postup (jednoduchsie je vychadzat zo znameho varia¢ného integralu, ktory
pre vedenie tepla je k dispozicii), ale ma vyhodu, Ze suvisle ukazuje postup formulacie uUlohy od diferencialnej
rovnice aZz po vyslednu sustavu rovnic pre uréenie neznamych koeficientov priblizného riesenia.

Budeme riesit ten isty priklad, ktory sme v predchadzajlcich castiach riesili pomocou rdznych inych
pribliznych metdd: Pre prit o dizke L na obr.2 treba pri ustdlenom vedeni tepla uréit priebeh teploty

T(x)=Te +J(x) (65)

ked pre funkciou prevy3ujucej teploty #(x) plati diferencidlna rovnica (23) so znamienkovou Gpravou (kvoli

prijemnejsim znamienkam po poufZiti integrovania per partes v slabej forme) a s dosadenim za ,u2 podla (23),
aby sa ndm pri Galerkinovej metéde nestracal fyzikalny vyznam jednotlivych ¢lenov

d*3(x)

2
X

-AS

+phd(x)=0 (66)

Okrajové podmienky, platia pre exaktné i priblizné riesenie

dd(x)

dx x=0

=0 a Ix)| . =T ~Too (67)
Konkrétne vstupné hodnoty prikladu si: L=20cm,p=10cm,S=5 cm?, A = 120 W/(m°C), h = 96 W/(m” °C),
T,=160°C, T,, = 10 °C. Z uvedenych hodnét dostaneme podla (23) ,u2 =160 1/m’.

V_daldom budeme priblizné riedenie kvéli jednoduch$iemu zdpisu oznagovat J(x); k zdmene s exaktnym
rieSenim nemoéze dost, pretoze dalej sa uz budeme zaoberat len pribliznym rieSenim uvedenej dlohy.
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X >
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Obr.8 Rozdelenie pruta na prvky s globdlnym c¢islovanim uzlov

Prvym krokom rieSenia je diskretizacia pruta na konecné prvky a vyznacéenie uzlovych bodov. Ide nam
predovsetkym o metodiku a preto zvolime hrubé delenie len na tri prvky so Styrmi koncovymi uzlami (obr. 8).
Lubovolny, e-ty prvok potom bude mat dva lokdIne oznacené uzly a vseobecné parametre podla obr.9.

Zvolme podla (64) priblizné riesenie na e-tom prvku s dvomi nezndmymi koeficientami v tvare

F°(x) = ayN; (x) + a,N;(x) (68)



Pri funkcidch N(x) v tomto vztahu je uZitoéné sa zastavit a urobit mald analyzu. Galerkinova metdda ich
pouziva ako vdhové funkcie w(x), ktoré integrdlnym spdsobom vyZzaduju na kazdom elemente nulovd hodnotu
ich sudinu so zvy$skom podla (54) a tieZ aj ako testovacie funkcie N(x), ktoré po uréeni neznamych koeficientov
a; tvoria na kazdom prvku funkciu (68) priblizného rieSenia. Pravda, testovacie funkcie musia byt zvolené,
zname funkcie a preto si teraz ukdZzeme jednu z moznosti ich urcenia.
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Obr.9 Vseobecny, lubovolny, e-ty prvok s lokdlnymi Cislami uzlov a jeho interpolacné funkcie

Predpokladajme, Ze v uzlovych bodoch vseobecného e-teho prvku pruta na obr. 9 s lokdlnym cislovanim
uzlov pozndme hodnoty funkcie #(x), t.j. 19,~e a 197, a vyzadujeme jej linedrny priebeh po prvku
F(x)=a, +a,x (69)

Zname hodnoty v uzloch ndm po dosadeni poskytnu dve rovnice pre urcenie koeficientov a; a @,
J = atayx
J,=a, +a,x,

Po vypocitani koeficientov @ a dosadeni do (69) dostaneme

e X;i=X e, X™X; qe e e D'9/ED epe
V5 (x) = ! U+ ! 19j =N, (x)0; +Nj(x)19j = gv,(x) Nj(x) [(=N°0
X; =X X~ X; j‘-’a
(70)
kde funkcie
X:—X X,—X - X -X.
N(x) = —— =~ Nyx) ==L =2 (71)
X; ~ X L, X; =X L,

su hladané lineadrne interpolacné (testovacie, bazové, aproximacné, tvarové) funkcie prvku. SlUZia na
interpolaciu (v tomto pripade linearnu) uzlovych hodn6t primarnej nezndmej do celej oblasti prvku. Vo svojom
uzle maju hodnotu rovnu jednej, v ostatnych uzloch nulovd. SU to vlastne inym, ale fyzikdlne omnoho
nazornejsim, spésobom zapisané linedrne testovacie funkcie (68). Na obr. 9 je graficky znazorneny sp6sob ako
tieto fukcie podla vztahu (70) interpoluju uzlové hodnoty na celt dizku prvku. (Struény vytah z bohatej tedrie
interpolaénych funkcii koneénych prvkov mozno najst napr. v [1]).

Derivécie funkcii (70) a (71) budeme tieZ potrebovat

d* = dN; 9 + de 9 ﬂ -_x ﬂ X (72)
dx dx ' dx dx L, dx L,

Aplikujme teraz Galerkinovu metddu na e-ty prvok. Ak dosadime linedrny tvar priblizného riesenia na tomto
prvku (70) do diferencialnej rovnice (66), rovnica nebude splnena a nenulovy zvysok je

d’9°(x,3,,9,)

RE(x,9,9,)=-AS 5+ phS(x,8,,9)
X



Galerkinova metdda vyZaduje, aby pre testovacie funkcie platilo
XI X/.

J'Re(x,ﬁi,ﬁj)N,(x)dXZO J’Re(x,ﬁ,,ﬁj)Nj(x)dXZO

¢im sme definovali dve rovnice na uréenie uzlovych hodnét &, a z9j . Dosadime do nich zvysSok

I E—AS + ph¥® EN dx=0 I E—AS

Prvé Cleny integrantov upravime integrovanim per partes na vhodnejsi tvar

+ph19€HV dx =0

dN; d° do° ﬁ" _
IE— %d MV,;LS dX @ =0
w0 dN; gy Lo 0 ae
!E—fts o +phN ;¥ de %vjﬂs ) 5 =0

Cleny mimo integralu su lahko identifikovatelné ako Neumanove okrajové podmienky pre sekundarnu
premennu, ktora v tomto pripade predstavuje tepelny tok. V krajnych bodoch intervalu nadobudaju funkcie N;
a N; hodnoty 1 (vo svojom uzlovom bode) alebo O (v inom uzlovom bode), takZze dostavme

0 e Ef e
NAsT g =-as dj =q
X X
0 g 73)
O . do° ﬁ doe
[N;AS d =Q
X X
ST o

Opacné znamienka signalizuju v uzle i vstup a v uzle j vystup tepla z prvku. Dosadenim (73) a (74) do
predchadzajucich rovnic sa tieto upravia na

dN; di¥® o,
J.E— dx dx ' de =4 (75)
0 dN; goe
I HAS dxj dx Bd Q
(76)

Po dosadeni funkcii do integrantov tychto rovnic a integracii dostaneme jednoduché vztahy pre uréovanie
hodnot primarnej neznamej v uzlovych bodoch e-teho prvku, ktoré zapiseme v maticovom tvare

D}ts 01 —ID pht, 2 10570 Lo7D
0 H %D =0 0O
D_l 1 D 6 2 @9/ a @/ (77)

v stru¢nom zapise

K¢9¢=q° (78)

kde K® je (symetricka) matica tepelnej vodivosti prvku, € je vektor uzlovych teplét prvku a Qq°je vektor

vnutornych uzlovych "zatazeni" prvku (na uzle moze existovat aj vonkajsi zdroj tepelného toku).

Poznamendvame, Ze vyjadrenie rovnic (77) je jednoduchsie pri poufZiti lokadlnej nezavislej premennej x
(obr.9). Vtedy tvarové funkcie a ich derivacie su

X dN, 1 dN;, 1
N =1-2 e s (79)
L L dx L dx L

e e e

a integraly (75) a (76) sa vyjadruju v hraniciachOa L, .



Po vycisleni konstant v (77), ktoré su pre vsetky prvky rovnaké, a scitani matic dostaneme pre vSeobecny
prvok pruta
01,113 -0,7930107 0 DQ"’
K*9° = (= =q°
70,793 1,113 /a @2/@
(80)
Skladanie prvkovych matic do globalnej sustavy rovnic pre model pruta na obr.8 uskutocnime klasickym
postupom pomocou suctu rozsirenych matic prvkov [1].

01,113 -0,793 0 0 EI391D @0
0 _ O
Kp_O0793 2226 0793 %52 00,
0 0 -0,793 2,226 -0,793(»,0 [0
E 0 0 -0793 1,113 E'.%m% 4E (81)

Z okrajovych podmienok vyplyva, ze Q;=0a &, =T, —T,, =160—-10 =150 °C. Q, a Q, sa tieZ rovnaju nule,
pretoze pri spojeni prvkov maju vnatorné uzlové tepelné toky v stykajucich sa uzloch prvkov rovnaku velkost a
opacné znamienka. TakZe z prvych troch rovnic sme urdili uzlové prevysujice teploty

01,113 -0,793 0 D39 [1 D 0 O ¥ =21,9
0 _ O _

70,793 2,226 -0 793Dj9ZEr o o g - 08,7307
H o -0,793 2,226 E,H [®,7930150F ¥, = 64,4

(82)

a z poslednej v (81), ked uz pozname &, = 64,4 °C, mozno urit neznamy uzlovy tok Q, (t.j. mnozstvo tepla
prudiaceho zo steny do chladiaceho rebra)

Q, =1,113(150-0,793[64,4=115,9W (83)

Pre porovnanie uvedieme celkovy tok tepla z exaktného rieSenia diferencialnej rovnice

_ 2 dv(x) d 0Ty~ Te x o —ux\O
la|=24s B =S ar‘“+e_‘“ (e" +e H )E:L
=,ul$%(e’“+e"“)=112,4w
e +e

(84)
Hladané uzlové teploty chladiaceho rebra podla (65) su vyssie o teplotu chladiaceho média T, = 10 °C, takze

podfa (82) dostdvame T, =31,9 °C, T, =40,7 °C, T;= 74,4 °C a teplota T,= 160 °C je udana okrajova podmienka.
Linearnu interpoldciu tychto hodnot spolu s exaktnym priebehom teploty sme graficky porovnali v obr.10.
ZvysSovanim poctu prvkov vysledky konverguju k exaktnym hodnotam. Napr. exaktna hodnota teploty na
izolovanom konci pruta (x = 0) podla (26) je 33,7 °C a uvedeny postup s 10 prvkami dava T, =33,6 °C.
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Obr.10 Porovnanie exaktného priebehu teploty a riesenia pomocou MKP s tromi prvkami a linedrnymi
interpolacnymi funkciami



Riesenie prikladu pomocou programu ANSYS

Pomocou programu ANSYS mozno riesit priklad, s ktorym sme sa zoberali v predchadzajicich castiach,
réoznymi sposobmi. Najjednoduchsie pomocou termalneho Skrupinového prvku (Shell 57) alebo pomocou
termalneho objemového Seststenového 3D prvku (Solid 70). Vymodeluje sa tvar pruta s konstantami pre
vedenie tepla a na prislusné plochy sa predpisu potrebné hodnoty pre odvod tepla konvekciou.

PretoZe sa zaoberame jednorozmernou ulohou vyuzijeme jednorozmerné termalne konec¢né prvky Link 32 a
Link 34. Prvok Link 32 je dvojuzlovy prvok urceny na jednorozmerné vedenie tepla (vedie teplo len v smere
svojej osi) s linearnymi izoparametrickymi interpolacnymi funkciami. Koncovy bod modelu zloZzeného z takychto
prvkov, pokial nema predpisanu okrajovi podmienku, je implicitne tepelne izolovany.

Na odvod alebo privod tepla konvekciou pri zndmom koeficiente h mozno vyuzit termalny dvojuzlovy prvok
Link 34, ktory sa pripaja do uzlov modelu zloZzeného z kondukénych prvkov. Jeho prie¢na plocha udava plochu
modelu v okoli pripojného uzla, na ktorej sa uskutocnuje konvekcia. Celkova suma pléch tychto prvkov sa rovna
celkovej konvekénej ploche modelu; dizka prvku je fubovolna (méze byt i nulova). Vo volnych koncovych

bodoch tychto prvkov sa predpiSe teplota okolitého média T, .

Priklad sme v Ansyse riesili v interaktivnom mdde pomocou tychto prikazov:

1. Nazov ulohy
Utility Menu>File>Change Jobname, /FILENAM = TermoPrut, OK;

2. Zobrazovat prikazy len pre termalnu Glohu
Ansys Main Menu>Preferences>Thermal, OK;

3. Potrebné typy prvkov
Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete>Add, Link, 2D conduction 32, Apply,
3D convection 34, OK, Close;

4. Prierezové konstanty pre prvky. Zadame tri skupiny: 1 - pre prvok Link 32 (jeho prierez), 2 - pre krajné prvky
Link 34 (odvadzaju teplo z polovicnej povrchovej plochy kondukéného prvku Link 32), 3 - pre ostatné
konvekéné prvky (odvadzaju teplo z celej povrchovej plochy kondukéného prvku)

Real Constants> Add/Edit/Delete>Add, Type 1 Link 32, OK, AREA = 0.0005, OK,
Add, Type 2 Link 34, OK, AREA = 0.2/6*0.1, OK,
Add, Type 2 Link 34, OK, AREA =0.2/3*0.1, OK, Close;

5. Materidlové konstanty. Zaddme len jednu skupinu s A a h . V konduénych prvkoch sa uplatnilen A av
konvekénych len h.
Material Props>Material Models>Material Model Number 1>Thermal>Conductivity>Isotropic, KXX = 120, OK,
Convection or Film Coeff., HF = 96, OK, Material, Exit;

6. Tvorba uzlovych bodov
Modeling>Create>Nodes>In Active CS, X =0, Y =0, Apply
X=0,Y=0.05, OK,
Modeling>Copy>Nodes>Copy>Pick All, Itime = 4, DX = 0.2/3, OK;

.2 .4 .6 .8

7. Tvorba prvkov
(Implicitne su nastavené vlastnosti kondukénych prvkov - TYPE = 1)
Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes, Kliknut uzly 1,3, Apply, 3,5, Apply, 5,7, OK;
Elem Attributes, TYPE = 2 Link 34, REAL = 2, OK,
Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes, Kliknat uzly 1,2, Apply, 7,8, OK;
Elem Attributes, TYPE = 2 Link 34, REAL = 3, OK,
Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes, Kliknat uzly 3,4, Apply, 5,6, OK;



8. Okrajové podmienky
Ansysy Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Thermal>Temperature>On Nodes, Kliknite uzol 7, OK,
TEMP, Value = 160, Apply, Kliknite uzly 2,4,6,8, OK, TEMP, Value = 10, OK;

9. Vypocet ustaleného stavu vedenia tepla v prate
Solve>Current LS, OK; (Ignorujte prip. upozornenie, Ze sa nenastavili casové kroky pre nestacionarne prvky.)

10. Vypis tepl6t v uzloch
Ansysy Main Menu>General Postproc>List Results>Nodal solution>DOF Solution>Nodal Temperature, OK;

TEMP
35. 437
44. 482
78. 047
160. 00

\IU‘IwHé

10. Tepelny tok zo steny do pruta
List Results>Element Solution>Heat Flow, Heat Flow, OK;

ELEM= 3 HEAT
5 73.758
7 -73.758

ELEM= 5 HEAT
7 -48.000
8 48. 000

11. Ukoncenie vypoctu a uloZenie databazy ulohy
Ansys Toolbar>Quit, Save Geom+Loads, OK;

Linearnu interpolaciu vypocitanych uzlovych hodnét teploty spolu s exaktnym priebehom teploty sme
graficky porovnali v obr.11. Program dalej urcil velkost tepelného toku z uzla 7 (zo steny) douzla5=73.8 Waz
uzla 7 do uzla 8 = 48 W. Celkovy tok zo steny do pruta takto podla tohto vypoctu je 73.8 + 48 = 121.8 W.
Zvysovanim poctu prvkov vysledky konverguju k exaktnym hodnotam. Napr. exaktnd hodnota teploty na

izolovanom konci pruta (x = 0) podfa (26) je 33,7 °C a uvedeny vypocet s 10 kondukénymi prvkami déva T, =
33,9°C.
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Obr.11 Porovnanie exaktného priebehu teploty a riesenia pomocou programu ANSYS s tromi jednorozmernymi
prvkami a linedrnymi interpolacnymi funkciami

Priestorové teleso

UvaZzujme priestorové teleso, ktoré sa nachadza v podmienkach nestacionarneho prenosu tepla (obr. 12). Pre
funkciu teploty T = T(x,y,z,t) opisujucu nestacionarne teplotné pole v ¢ase t vo vSeobecnom termdlne

ortotropnom telese plati diferencialna rovnica (11)



PRIESTOROVY TERMALNY
KONECNY PRVOK

Obr. 12 VSeobecné priestorové teleso s nestacionarnym teplotnym pofom

oT o, oTg o0, ord o0, T

- T -~ i B _:_Illt
pc@t axﬁlxaxﬁ 6yaly6ya azBAZazE Alx.y2,t) (85)

kde je
0O ... hustota materiélu telesa v kgm™

C ... merné teplo materiélu telesa v Jkg'K™
t Cas v sekundach

)IX,/]y,)lz ... sutinitele tepelnej vodivosti vo Wm™K*

Q ... vydatnost tepelného zdroja v telese (prirastok tepla v jednotke objemu za jednotku &asu) vo Wm™

Nerovnomerné rozdelenie teploty v telese vyvola tepelny tok g (vo Wm™)

0, oT oT oT 0

q(x,y,zlt):‘glanrlya_yhlzaa (86)

ktory po uréeni funkcie T mozno vypoditat z uvedeného vztahu.

Pretoze (85) je diferencialna rovnica 1. radu vzhladom na ¢as, musime pre fiu zadat jednu zacdiato¢nu
podmienku

T(x, y,z,t= 0) =T, (x,y,z) (87)
kde funkcia T, uddva rozdelenie teploty na zaciatku rieSenia Glohy v celom objeme telesa.

Okrem toho pre diferencialnu rovnicu 2. radu (vzhfadom na polohové premenné) musime zadat dve okrajové
podmienky. Dirichletova okrajova podmienka v tomto pripade je

T(X,y,z,t) =T, (X,y,z,t) na S; (88)
kde S; je ¢ast povrchu telesa, kde sme predpisali teplotu.
Neumanova (Cauchyho) okrajova podmienka predpisuje hustotu tepelného toku g, (vo Wm?) cez plochu Sq

_ oT oT oT oT
a, =/1n$=/1xanx+/1ya—yny+/125nz naSq (89)

kde vystupuju smerové kosinusy n,, n,,n, vonkajsej normaly n k ploche Sq .

Na ploche S, moino tieZ zadat okrajovi podmienku pre tepelny tok odvédzany, resp. privadzany konvekciou
s okrajovou podmienkou



a=-h(T-T,) nas, (90)

kde h je zadany koeficient prestupovej vrstvy vo WK'm™? a T, je zndma (zadanad) teplota tekutiny. (Analogicky
mozno zadat aj okrajovd podmienku pre radiaciu tepla, ktora automaticky meni dlohu na nelinearnu.)

Vo vSeobecnosti plochy S; , Sq a S, predstavuju suhrn viacerych pléch prislusného typu a plati

S, 0 5, Us, =S, 5, n S5,NS,=0,kde S je celkovy povrch telesa. Z podmienok ich zadania vyplyva, Ze pre
kazdy bod povrchu telesa (kazdy uzlovy bod vypoctového modelu MKP) musi byt zadana okrajova podmienka -

bud' pre teplotu alebo tepelny tok. Programy MKP na nezadané , povinné” podmienky vacsinou reaguju takto (je
uzito¢né si to v programe overit)

¢ Nezadana zaciato¢nd podmienka = vo vSetkych bodoch telesa je na zaciatku rieSenia ulohy teplota
rovna nule

* Nezadand okrajova podmienka pre teplotu = vo vSetkych bodoch povrchu telesa plati podmienka pre
tepelny tok.

¢ Nezadand okrajova podmienka pre tepelny tok = vo vsetkych bodoch povrchu telesa (kde nie je
zadana okrajova podmienka pre teplotu) je tepelny tok rovny nule — teleso je teda na tejto Casti plochy
tepelne izolované. Z tohto vyplyva aj to, Ze v pripade rovinnych uloh je teleso v smere kolmom na
rovinu riesenia tepelne izolované.

Mozno dokéazat, Ze funkcia T(X,y,z,t) spiriajuca rovnicu (85) je vo variaénej formulacii ekvivalentnd funkcii,

ktora minimalizuje funkcional

0 mrd ., word ., o7C J 1 2
+A +A, -2 C—DTBIV+ q,TdS+=[h(T-T,) dS
=[O By B e g 2R PG @V fauTes 3 [ (7 T
5 S (91)
Varia¢na formulacia nestacionarnej tlohy prenosu tepla pre teleso potom znie takto: Treba najst takd funkciu
T(X,y,z,t), ktora spliia zatiatoénu podmienku (87) a okrajové podmienky (88), (89) a (90), ze pri nej integral

(91) nadobudda minimalnu hodnotu. Takato funkcia exaktne vyjadruje velkost teplét v ¢ase t v bodoch (x, y, 2)
telesa. Funkcional (91) sme v [1] vyuZili na odvodenie zakladnych matic formuldcie MKP pre nestaciondrne
vedenie tepla v priestorovom telese. V dalSom ukaZzeme odvodenie tychto matic Galerkinovou metddou.

Geometricka diskretizacia ulohy. Matice prvku a telesa

Podla rovnakych zdsad ako pri rieSeni pevnostnej ulohy [1] rozdelime teleso na konecné prvky a vyznacime
uzlové body. Nech celkovy pocet prvkov je NET a na kazdom prvku nech je NUE uzlovych bodov. Funkcia, ktora v
Case t aproximuje rozdelenie teploty po vSeobecnom e-tom prvku z jeho hodn6t v uzlovych bodoch, nech je

arn o
NUE D T, O
Té(x,y,z,t)= z Nf(x,y,z)Tje =[N1 N, - NNUE]S %\_ N, T
j=1 0
NueD (92)

kde Tje su Ciselné hodnoty teplot uzlovych bodov prvku v ¢ase t (su to primarne nezname ulohy analogické k

zlozkdm posunuti pri pevnostnej ulohe) a Nf su interpolacné (tvarové) funkcie prvku. Geometria prvkov i

interpolacné funkcie nie su zavislé od fyzikdlneho typu Ulohy a z geometrického hladiska sa model telesa tvori
pomocou tych istych prvkov, aké sa pouZzivaju pri pevnostnych ulohach [1].

Nezndme uzlové hodnoty teploty sa musia urdit tak, aby funkcia (92) vyhovovala diferencialnej rovnici (85) a
spiiala okrajové podmienky tlohy. Ako sme ukdzali pri jednorozmernych Glohach, metddy vazenych zvyskov
vyzaduju, aby sa rezidudlna funkcia R na oblasti prvku bliZila k nule urcitym sumacnym (integralnym) vazenym
sp6sobom



IW(x,y,Z) R(x,y,z) dV =0

(93)
kde w je vahova funkcia. V nasom pripade po dosadeni (85) do (93) dostavame
O or¢ o0 or0 o0 or°0 o0 or°U
,Z,80)dvV =0
IWHDC ot E& axE ayETl ayE azETl H Qxy.z )Ed 04)

Vyraz v hranatej zatvorke predstavuje zvy$ok diferencidlnej rovnice (85), pretoze T° (X,y,z,t) je len
aproximaciou exaktného riesenia T(X,y,z,t) na oblasti prvku.

Slaba formulacia v tvare (94) obsahuje ¢leny s druhou derivéciou hladanej funkcie T¢ a len jednoduchd
spojitost vahovej funkcie w. Vyuzitie zlozkového tvaru divergenéného teorému pre tieto cleny (pri
jednorozmernych ulohach sa na tento isty Gcel vyuZila integrdcia per partes) poskytuje vyhodnejsi tvar

OT OWOT _la_wai_l ow oT

_0
—_— — dv
“ox ax Yoy oy ‘oz oz

oT® oT¢ ore 0O
- A —n —dS=0
fETlaxX Vay"y+Zaz"ZB

v ktorom sa priamo objavila (analogicky s jednorozmernou tlohou) aj okrajova podmienka pre tepelny tok g,

(95)

(89) a zapis rovnice mozno skratit na

are OW aT° . owoT® , owOT®

_0
cw A, -wQrdV - [wg,dS=0
JEO “ax ax ’ dy oy 0z 0z H -[ a
(96)
Po dosadeni aproximacnej funkcie (92) do (96) a okrajovej podmienky pre konvekciu dostaneme
wed O gt owD o7°0 owd, a7°0 owD, o7e0
cw WQDdV
ij o Bl wH oyt el el g
—Iw&n dS—Iwh(T—Tw)dS =0
e e (97)
Derivaciou funkcie T¢ podla ¢asu dostaneme z (92)
are .. _NUE . .
5 =Tyt = jZle (x,y,2)T;
(98)

kde Tje su Ciselné hodnoty derivacie teploty podla ¢asu v uzlovych bodoch prvku ako dalSie nezndme, vyvolané
nestacionarnym ¢lenom v diferencidlnej rovnici.

Pri Galerkinovej metdéde za vahovu funkciu sa postupne dosadzuju interpolaéné (tvarové) funkcie prvku
Ny,N,,...N;,... Ny e s aproximaénou funkciou (92) pre T¢, &m dostaneme potrebny poéet rovnic pre uréenie

zakladnych vztahov a matic prvku. S funkciou N; dostaneme i-tu rovnicu tejto sustavy (97) v tvare

NUE NUE

ZCUT+Z(1I/ 2u)T Gy tag+Qf
J (99)

kde



Cj = [ peNENGaV

ONE ON; ONE ON¢ oNe oNe O

w2 ST g N gy
1’/I “ox ox Yoy oy * oz oz H

KS; IhN Neds
6 = an NEds
Sq

a5 IhT NEdS
k
Q= | QN‘dV
(100)

Ak do rovnice (99) dosadime postupne v3etky fukcie N;, dostaneme NUE prvkovych rovnic, ktoré zapiseme v
maticovom tvare

CeT +(KE +K&)Te =f€ (101)
kde primarne nezndme su zapisané vo vektoroch (stipcovych maticiach)
.
T=[n, T, . T . Ty (102)
=@, T, .. T .. TwE (103)
matica tepelnej kapacity (merného tepla, tepelného timenia) prvku je
= J'peceNZNedV
v (104)
Matica
K? = J'BTDBdV
Ve (105)
obsahujuca
(BN, 0N, N, N, O
Sax 0x 0x 0x S ¢ o oL
N, ON. oN, oN O L
Be:[ﬁ 1 2 i nue L, D, = [0 /15 0r
Hoy oy dy oy o 0 i
N, 0N, oN, ONyue [ g0 0 AE
Boz oz 0z 0z O
sa nazyva matica difuznej vodivosti prvku. Matica
K¢ = ‘[thNedS
(106)
je matica plosnej vodivosti prvku.
Vektor “zatazenia” prvku je
=+ +f; :IéNZdv+IanNst+IhTmNst
Ve % ‘ (107)

kde jeho tri ¢leny predstavuju vektory generacie tepla, tepelného toku a konvekcie.



Ak analogicky s pevnostnou ulohou pomocou rozsirenych matic prvkov [1] s¢itame prvkové matice do
globalnych matic vypoctového modelu celého telesa, dostaneme

CT +(K, +K, )T =1

alebo v najuspornejSom zapise
CT+KT=f (108)
Ndzvy globalnych matic st analogické s ndzvami prvkovych matic, matica K sa nazyva matica vodivosti telesa.

Vztah (108) pri linedrnej uUlohe predstavuje sustavu diferencidlnych rovnic 1. radu s konstantnymi
koeficientami, ktord program po casovej diskretizacii Ulohy riesi v ¢asovych krokoch analogicky ako dynamicku
Ulohu [1]. Pri hladani ustdleného teplotného pola, kedy prvy €len na lavej strane je nulovy, sa riesi sustava
obycajnych rovnic rovnakymi metdédami ako pri statickej pevnostnej ulohe.

Po vypoditani uzlovych teplot telesa (vektora T) program v cykle cez vietky prvky telesa uréi pomocou
interpolaéného vztahu (92) aproximacné funkcie teploty v prvkoch a z nich odvodené nezname. Vysledky potom
moZme v postprocesore programu analyzovat atextovo, resp. graficky spracovavat rovnakymi postupmi a
prostriedkami ako pri pevnostnych ulohach.

Vyhodou univerzalnych programov MKP, medzi ktoré patri aj program ANSYS, je to, Ze fyzikalne rozne typy
Uloh sa riesia analogicky, rovnakym postupom av podstate aj pomocou rovnakych prikazov. Pri rieSeni Uloh
prenosu tepla mozeme teda vyuzivat vsetky skisenosti ziskané pri rieseni pevnostnych uloh.

Pravda, treba rozliSovat fyzikalne rozdiely a rozumiet fyzikalnej podstate Ulohy. Z formalneho hladiska sa
potom plosny tepelny tok zadava v programe rovnako ako plosny tlak, okrajovd podmienka pre teplotu sa
zaddva rovnako ako okrajovd podmienka pre posunutie atd. Uplne rovnako sa tie vytvdra geometricky
a vypoctovy model telesa, pravda, s fyzikdlne rozdielnymi materidlovymi konstantami ainak nazvanymi
prvkami; rovnaké prostriedky sa tieZ vyuZivaju na grafické i textové vyhodnotenie vypocitanych vysledkov.

Demonstruju to dva vyrieSené priklady s programom ANSYS, ktoré su uvedené v [1] a na tejto internetovej
stranke v Casti Zdklady riesenia linedrnych uloh (kapitola Prenos tepla vedenim) obsahujlice postup rieSenia
linearneho stacionarneho a nestacionarneho vedenia tepla pri dvojrozmernej ulohe. Priestorové udlohy sa rieSia
Uplne analogicky. Problematiku jednorozmerného nelinedrneho vedenia tepla rozoberdme v dodatku D7.
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