D 14 Viskoelasticita

Pruzne plastické konstitutivne tedrie, s ktorymi sme sa zoberali v ¢astiach D 10 az D 13, patria do kategérie
tzv. ¢asovo nezavislych tedrii. Umozriuju tvorit ¢asovo nezavislé materidlové modely pre pruzne plastické ulohy
pri ktorych odozva materiélu je nezavisla od ¢asovej zmeny zatazujlcich sil a od ¢asového intervalu, v ktorom sa
aplikuje zataZenie. Tzv. pseudodas sa v nich vyuZiva len na sledovanie histérie a stavu (nelinedrneho)
zatazovacieho procesu, bez vlastného fyzikalneho vyznamu.

Pri Glohach kde deformdcia materidlu je vyznamne ovplyvnend &¢asovym priebehom a dizkou ¢asového
intervalu zataZenia (a Casto aj teplotou), sa vyuZivaju tzv. viskoelastické alebo viskoplastické konstitutivne
vztahy (viskoplasticite sa budeme venovat neskér) a z nich odvodené materidlové modely. Uplatriuju sa pri
kovoch, dreve, polyméroch, skle, betdne, zeminach, Zivej tkani, asfaltovych zmesiach a dalsSich hustych
amorfnych materidloch na hranici medzi pevnou latkou a tekutinou. Tieto materialy sa vyznacuju kombindciou
vlastnosti pruzného, resp. pruzne plastického telesa a viskdznej tekutiny. Zakladné vlastnosti takéhoto materialu
mozno dobre ilustrovat aj na experimentalnych vysledkoch jednoosového zataZzenia kovovej vzorky (uzévery
vsak platia aj pre iny typ viskoelastického materidlu) zatazovanej pri vyssej konstantnej teplote v urcitom
casovom intervale (obr.1).

Obr.1a ukazuje rozdielne tvary tahového diagramu materialu pri rozdielnych rychlostiach deformacie. Vo
vSeobecnosti modul pruZnosti je malo zavisly od rychlosti deformacie, ale medza sklzu, ako aj speviiovacia
krivka, st na rychlost deformacie a teplotu citlivé. Pri vy$sej teplote dokonca medza sklzu dplne vymizne.
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Obr. 1 Désledky casovo zdvislej deformdcie kovového materidlu pri vyssej konstantnej teplote: a - zdvislost
napdtia od rychlosti deformdcie, b - kripovd deformdcia (teCenie materidlu) pri konstantnom napdti, c -
relaxdcia napdtia pri konstantnej deformdcii

Na obr.1b vidiet dalsi dosledok ¢asovej zavislosti zatazeného materidlu, tzv. tecenie alebo krip (creep).Pri
konstantnom zatazeni na rbznej Grovni dochadza v dostato¢ne dlhom ¢asovom intervale k nelinedrnemu
rozvoju nevratnych deformacii. Rychlost kripovej deformacie sa zrychluje pri vyssich hodnotéch zatazenia a v
celkovom ¢asovom itervale sa meni: Prvy ¢asovy interval je charakterizovany velkou rychlostou deformacie a
nazyva sa primdrny krip, druhy interval ma kvazi konstantnd rychlost deformécie, je to oblast sekunddrneho
kripu. Pri vysokych zatazeniach alebo pri dlhodobom zatazovani modze kripové deformiacia dospiet do
tercidlneho stddia so zrychlujucou sa deformaciou, ktord moze dosiet az do kripového lomu.



Treti dosledok Casovej zavislosti materidlu je napdtovd relaxdcia, ktorej typicky priebeh znazoriiuje obr. 1c.
Pri relaxatnom teste sa vzorka rychle natiahne na predpisanui konstantnu jednoosovu deformaciu a v tomto
stave sa ponecha dlhsi ¢asovy interval. Viskdzne vlastnosti materialu vedu pri tom k plynulému poklesu hodnoty
napétia v sledovanom ¢asovom intervale. Moznost vypoctarskej analyzy napatove] relaxacie sa vyuziva napr. pri

navrhu predpétych strojnych casti.

Typicka reakcia viskoelastického materidlu na dostatoéne dlho trvajlce zataZenie s nasledujicim Uplnym
odlahcenim je zndzornend na obr. 2. Po kripovom teceni materidl na odlahcenie reaguje viac alebo menej
vyraznym pruznym uvolnenim deformacie a jej naslednou viskdznou relaxaciou; po jej dozneni zostavaju v
materiali trvalé deformacie.
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Obr.2 ZataZenie a odlahcenie viskoelastického materidlu

Tedria viskoelasticity sa vyvinula prave na matematickd simulaciu uvedenych c¢asovo zavislych vlastnosti a
charakteristik materidlu, ktoré za urcitych zatazovacich a teplotnych podmienok viac alebo menej vykazuju
okrem pruznych vlastnosti aj vlastnosti tecenia s urcitym stupriom viskozity. S viskozitou sa predovsetkym
stretdvame v mechanike tekutin, kde pre Smykové napéatie T viskdznej tekutiny plati Newtonov zadkon viskozity

I=u—">=— (1)

z ktorého vyplyva, Ze napéatie v newtonovskej tekutine je pri konstantnej teplote linearne imerné rychlosti
Smykovej deformacie )/, resp. gradientu rychlosti v smere kolmom na prudenie tekutiny, pricom konStantou

Umernosti je koeficient dynamickej viskozity tekutiny /. V tedrii viskoelasticity sa tento vztah zovieobecnuje aj
na normalové napatie g tahaného viskdzneho pruta

o= nd—g =né (2)
dt

kde 77 je koeficient viskozity materidlu a £ je rychlost normélovej deformacie. Viskdzne vlastnosti prita si
potom moéieme predstavit vo forme tlmi¢a naplneného viskéznou tekutinou, v ktorom napétie je imerné
rychlosti deformacie podla (2). Kombinaciou linedrnych pruznych a linedrnych viskdznych vlastnosti materialu
mozno tvorit linedrne viskoelastické materidlové modely, t.j. modely, pri ktorych plati linedrny vztah medzi
napatim a deformaciou pre lubovolny dany cas, pricom, pravda, zavislost tychto veli¢in od ¢asu mbzie byt
nelinearna.

Jednorozmerné viskoelastické modely

a) Maxwellov materidlovy model pozostdva z pruzného ¢lena s modulom pruznosti £ a viskdzneho clena s
viskozitou 77, ktoré su zapojené do série (obr. 3). Celkova pomernd deformacia sa pri takomto zapojeni
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Obr. 3 Maxwellov materidlovy model



rovnd suctu deformdcii pruiného a viskézneho ¢lena, pricom napéatie oboch ¢lenov je rovnaké. Pre model
potom platia tieto rovnice

_ _ _o . _0o _

Diferencovanim poslednej rovnice a dosadenim za & a &, dostavame konstitutivny vztah pre tento model

m

n. .
o+Lo=né 3
91 (3)

Pri skokovom zataZeni konstantnym napdtim O, v Case t= 0 len pruiny clen reaguje okamiite , takze

&0) =0,/ E apretoie 0 =0 riesenie diferencidlnej rovnice (3) je

o 0,, 0, _Ut 10
gt)=—2t+Cc=—Lt+-20=
n
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kde D(t) sa nazyva modul kripovej poddajnosti. Deformacia Maxwellovho modelu teda pri zataZeni

(4)

konstantnym napéatim (Co je skuska materidlu na krip) zo zaciato¢nej hodnoty 0, /E linedrne neobmedzene

narasta, po ukonéenf zataZenia poklesne o pruznd hodnotu a v zavislosti od dizky ¢asového intervalu zostava v
materiali trvald deformdcia, pricom model vébec nesimuluje nelinedrnu deformacnu relaxaciu. Volbou konstant
N7 a E mozno takto len velmi hrubym spdsobom aproximovat vlastnosti redlneho materidlu pri kripovom
zatazeni (obr. 4).
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Obr.4 Odozva Maxwellovho modelu na skokové zmeny zataZovacieho napétia g,

Maxwellov model v3ak je schopny dobre simulovat napdtovu relaxaciu materidlu pri zatazeni konstantnou
deformaciou (obr.1c). Ak model zataZime konstantnou, na Case nezavislou deformdciou & =& +&,, v oboch
¢lenoch vznikne rovnaké napatie, takze plati

de.
Eg, =n—=
dt
Upravou a rie$enim tejto diferencidlnej rovnice dostaneme
E(g— &)= /7d—

E de
7 &—&
E
—t=—In(g - &)+C
7
Zo zadiatotnej podmienky t =0 — &, =0 dostaneme C = {n&, a pretoze 0= E(é‘0 - 82) pre napatovu

relaxaciu Maxwellovho modelu dostavame



_ —t/t, _ —t/t _n
oft) =Eg,e”tlt = g e, = (5)
Typicky priebeh relaxacie napdtia je znazorneny na obr.5. Parameter t; sa nazyva relaxacny Cas, je mierou
rychlosti relaxacie napétia, ¢im je mensi, tym je relaxacia napatia rychlejsia. Zo vztahu (5) vidiet, Ze je to cas, za
ktory napatie klesne na hodnotu g, / e.

1.0

o(t) ;
TO L

t
Obr.5 Maxwellov model - relaxacia napatia pri konstantnej deformacii

Pre porovnanie s Hookeovym zakonom mozno rovnicu (5) zapisat v tvare
oft) = EeV' g, = E(t)e, (6)

kde E(t) sa nazyva relaxacny modul materialu, ktory, tak isto ako model kripovej poddajnosti v (4), je pri
viskoelastickom materidli zavisly od casu a pri zloZitejSich modeloch zohrava délezitu ulohu pri napasovani
jednoosej krivky modelu na experimentalne zistenu krivku redlneho materialu.

b) Kelvinov (Voigtov) materidlovy model pozostava z pruzného ¢lena s modulom pruznosti E a viskdzneho ¢lena
s viskozitou /7, ktoré su zapojené paralelne (obr. 6), takZe plati

€=€1=€2

o | |

Po vyli€eni g; a 0, z tychto rovnic konstitutivny vztah je
o=Ectné (7)

Separaciou premennych pri kripovom teceni uCinkom konstantného napétia g, zo (7) dostaneme

E de

n (0, /E)— €
a po integracii

%t =—(n[(g, /E)- €] +C



Zo zatiatocnej podmienky t =0 — £=0 dostaneme C =/{n(0, /E), takie pre ¢asovi zmenu deforméacie
(krip materialu) plati

-1
E

s(t)=%(1—e""“ﬂ):eo(l—e""“ﬂ), t, (8)

Rovnica (8) ako aj obr. 7 potvrdzuju fyzikalnu Gvahu, Ze pri skokovom zatazeni modelu konstantnym napatim
0, Vv Case t= 0, pruzny ¢len sa nemdZe okamiite deformovat, pretoze mu v tom brani viskézny ¢len, takie

kripovd krivka 3tartuje z hodnoty £=0 s rychlostou (smernicou doty¢nice) &(t =0) =g, / /7. Parameter t, sa
v tomto pripade nazyva retardacny (spomalovaci) ¢as materidlu; ¢im je vyssi, tym je kripova deformacia
pomalejsia.

Ak model v ¢ase t =t; odlah¢ime, konstitutivna rovnica (7) s nulovym napatim sa zmenina 0 = EE+ )€ a jej
rieSenie je

&(t) = ce E/M (9)

Deformdcia v ¢ase t; podla (8) je £(t1)=(JO/E)(1—e_(E/'7)/t1)a ked ju vyuZijeme v (9) ako zadiatocnu
podmienku, pre ¢asovy interval odlahéenia modelu dostaneme vztah

E E
g,, -t _
gt)=—L(7 -1e 7 =¢ (etl/t'* -1l)e t/t, t2t, t,=— (10)
E 0 1 R

Graficky je typicky priebeh kripového zataZzenie a nelinearneho odlahéenie (deformacénej regeneracie) podla
vztahov (8) a (10) zndzorneny na obr.7 s hodnotami & =0, /E=1,t,=2,t =4.
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Obr.7 Ukazka priebehu kripového tecenia a nelinedrneho uvolnenia pri Kelvinovom (Voigtovom) modeli

Nedostatkom Kelvinovho (Voigtovho) modelu je vsak to, Ze nie je schopny simulovat nelinedrnu napatovu
relaxaciu viskézneho materialu. Ak do konstitutivneho vztahu (7) dosadime konstantni deformaciu &,

dostaneme konstantné napatie 0 = E&, a k Ziadnej ¢asovo zavislej napatovej relaxacii nedochadza.

c) Maxwellov model paralelne spojeny s pruznym clenom

Maxwellov a Kelvin-Voigtov model su najjednoduchsie modely viskoelastického materialu. Kombinaciou
pruzného a viskdzneho ¢lena mozno tvorit dalSie modely, ktoré lepsie vystihuji napatovo-deformacné
vlastnosti redlneho materialu pri jednoosovom zatazovani. Jednoduchou ukazkou je model znazorneny na obr.
8, kde je Maxwellov model paralelne spojeny s pruznym ¢lenom.

Z fyzikalnych Gvah vyplyvaju pre model (so znaéenim velic¢in podla obr.8) tieto vychodzie vztahy

E=g+E, o=0,+0,, 0,=E¢& 0,=n& =Eyg (11)



Obr.8 Maxwellov model paralelne spojeny s pruznym clenom

Derivovanim (11), podla ¢asu a vyuZitim (11), dostavame

.. . 0, O
E=g+é="2+22 (12)
n k&
Pomocou (11); a (11); vylicime z (12) g,
. Oo-Ee&e 1.,. ,
&= = +=(o-E,¢) (13)
nl E;
a po usporiadani ¢lenov dostdvame hladanu konstitutivnu rovnicu modelu
. E,+E, .
a+ia:E1£+ n-t—2¢ (14)
E, E,

Ak do (14) dosadime E; =0, ¢im vyradime horny pruzny ¢len v obr. 8, dostaneme konstitutivnu rovnicu
Maxwellovho modelu (3), alebo ak bude dolny pruzny ¢len dokonale tuhy (E, =), dostaneme vztah platny

pre Kelvin/Voigtov model (7).

Pre kripovy test so zatazenim O, zo (14) dostdvame

de E, +E
JO=E1£(t)+KE, K=n lE 2
2

a riedenie tejto diferencidlnej rovnice po vyuZiti fyzikalne zrejmej zadiatoénej podmienky £0) =g, /(E; +E,) je

GO |:| E —it |:|

gt)=—"d-——=2—e
E, 0 E(E +E) O (15)

Ak model v ¢ase t =t; odlah&ime, konstitutivna rovnica (14) s nulovym napatim sa zmenina 0 =E£,£+K¢& a

jej riesenie je

&(t) = ce B/ (16)
Deformacia v ¢ase t; podla (15) je
O B0
(o] E ty
E, O E(E +E) U

a ked'ju vyuzijeme v (16) ako zaciato€nl podmienku, pre ¢asovy interval odlah¢enia modelu dostaneme vztah

o, U E U E +E
g(t):_OE(El/K)t — 2 (E,/K)t tZtl, K:r’—1 2

Ei O E (E; +E)[ E, (17)



Graficky je typicky priebeh kripového zatazenia a nelinedrneho odlahéenia (deformacnej regenerécie) podla
vztahov (15) a (17) znazorneny na obr.9 s hodnotami g, =1, E; =1, E, =2 , E;/K=1/2,t =4.
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Obr.9 Ukazka priebehu kripového tecenia a nelinedrneho uvolnenia trojélenného modelu

Z obr. 9 vidiet, Ze model pri zataZeni konstantnym napatim 0, nadobudne okamziti deformaciu
& =0, /(E; +E,), ktord v zavislosti od ¢asu a parametrov modelu potom nelinedrne narasta. Pri odlahéeni

(t; =4, 0, =0) zaznamendme nelinedrny pokles deformdcie. Tieto Ziaduce vlastnosti model prevzal v podstate
od Kelvin-Voigtovho modelu. Schopnost napatovej relaxacie zase prevzal od Maxwellovho modelu. Ak model
zataZime konStantnou deformdciou &, konstitutivna rovnica (14) sa zmeni na

0+Eid:E1£0

2
Jej rieSenie so zaciatocnou podmienkou 0(0) = & (E; +E,) je
Ejt

olt)=&,(E, +E,e ) (18)

Tento vztah pre hodnoty E; =5, E, =20, 7=50 a & =0,1 dava priebeh napatia znazorneny na obr. 10.
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Obr.10 llustracny obrdzok relaxdcie napétia modelu

Kombindaciou viacerych Maxwellovych alebo Kelvin-Voigtovych modelov mozZno tvorit modely, ktoré su
schopné dostatocne presne simulovat aj zloZité experimentdlne uréené jednoosé vlastnosti redlneho
viskoelastického materidlu. Pridanim kazdého dalSieho ¢lena sa zvysSuju simulacné mozZnosti modelu, ale
zaroven sa aj zvysuje rad jeho diferencialnej konstitutivnej rovnice a mnozstvo koeficientov, ktoré treba uréit pri
identifikacii modelu s experimentdlne ziskanymi vysledkami kripového a relaxacného testu materialu.
VSeobecna konstitutivna rovnica modelu zlozeného z lubovolného poctu ¢lenov ma tvar

a,0+a,0+0a,0+---=b,E+b E+-- (19)

Vyznamnu ulohu vo vypoctovych postupoch MKP zohrava tedria zovseobecneného Maxwelovho modelu v
zapojeni, kedy jeho ¢leny su pospajané paralelne (obr. 11), ktory preto budeme analyzovat trochu podrobnejsie.



| Es
| 1
| Ez
|712

E
AV

vQ

E.
i W\/_ g
€i=€

- €

Obr.11 Zovseobecneny Maxwellov model s paralelnym spojenim clenov

Konstitutivna rovnica jednoélenného Maxwellovho modelu zapisand podfa (3) je a,0+a,0=b,&,
dvojtlenného s paralelnym spojenim ¢lenov a,0+a,0+0a,0=bE+b,E atd. Po uréeni koeficientov

dvojclenného modelu (napr. z podobnych fyzikdlnych Gvah ako pre model na obr. 8) a zovSeobecnenim tohto
postupu mozno dostat vztah pre uréenie konstitutivnej rovnice zovseobecného Maxwellovho modelu v tvare

[(D/E, +1/m)D/E, +1/n)(D/Es+1/1p5)---]O

(DD /E,+1/ ) /E,+1/ 1)+ DD E,+1/ 1)/ Ey+1/ 7)) 4-e O

kde D reprezentuje prikaz na derivaciu premennej, ktord s nim pride do stéinu, podla ¢asu (De =de /dt =+ ).
Pre dvojclenny model podla (20) dostaneme

o+a,0+0,0=bE+b,E (21)
E,n, +E5N "h'h £ *E
kde a; = 172 21,02: v oy =m iy, b= Thih, -
E,E, E,E, EiE,

Ak pre teno model zadame deformaciu, rovnica (21) sa zmeni na linedrnu homogénnu diferencialnu rovnicu
druhého radu s konstantnymi koeficientami
o+0,0+0a,0=0 (22)
Jej charakteristicka rovnica je azr2 +a,r+1=0, ktord ma dva reédlne korene 77, /E; =t, a 1}, /E, =t, a
vSeobecné riesenie (22) teda je
oft)=Cet +C,et (23)

Po vyuZiti zadiatoénych podmienok 0O(0) = &y(E; +E,) a 0'(0+)=—(E12//71 +E22//72)£0 sa (23) zmeni na
vysledny tvar
oft) = &,(E,e™/" +E,e™/t) (24)

Poznamendvame, Ze podmienka pre 0(0) je zrejma z fyzikdlnej Gvahy a podmienka pre (0) vyplynie z
rovnice, ktoru dostaneme, ked' konstitutivnu rovnicu (21) zintegrujeme v ¢ase t =0 v casovych hraniciach od
—AT po +AT, ktoré sa v limite blizia k nule. Dostaneme tak pre urlenie zaiato¢nej rychlosti relaxdcie napétia
rovnicu

E.n,+E . .

B2 (g 46 ) gy + B (0 = (4 1,) 6y~ O10T) = (€2 my +E2 )5
E\E, E\E,

Pre model s hodnotami a; =2.5 a a, =1, sme urobili ilustratny test relaxacie napdtia z hodnoty

01(0) = 40 (ktoru v ¢ase nula dosiahneme nahlou konstantnou deformaciou & =1) so zaciato¢nou rychlostou



poklesu napatia 0(0)=-50. Diferencidlna rovnica (21) ma teraz tvar 0+2.50+0=0 a jej rieenie s
uvedenymi za¢iatocnymi podmienkami je (obr.12)

o(t)=18,8e 2P +21,2e % =C e/t +Ce7/" (25)

s grafickym priebehom na obr.12. Obrazok je vykresleny tak, aby ukazal superpoziciu vysledného priebehu
napatia z oboch ¢lenov funkcie (25).

DSolveffsgmaf+26'sigmefttsigmal=0,sigma[ O1~40,sigmaf0f=-50}, sigmaf §/Simplfy

sol1 = NDSolveffsigmaffi+2.5sgmeal+sigmafi—0 Sgme|0j=40, sgma0}=-50}, sgma, {0, 1]

g1=PlotfEvaluate[sigmalfy.sol1] {0,2} PlotRange ->{040}, GridLines -> Automatic AxesLabel ->{tsi gmaj];
2=Plof[18.7961E/(-2.130661){0,2}, GridLines > Automatic PlotRange -> {020} AxesLabel -> {tsigma. s
g3=Plof21.2039E(0.469338}) 0,2}, AxesLabel -> {tsigma} GridLines -> Automatic];

GraphicsGridf{o2.93 g1

{{sigma[t]->18.7961 E~(-2.13066 t)+21.2039 E~(-0.469338 t)}}

sigma sigma. signma
(6) 40
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Obr.12 Napdftovd relaxdcia dvojc¢lenného zovseobecneného Maxwellovho modelu

Zaujemca mbdZie zopakovat uvedeny postup aj pre odvodenie &(t) pre pripad kripového tecenia s
konstantnym napatim 0, a zisti, Ze viaclenny zovSeobecneny Maxwellov model, na rozdiel od jednoclenného,
je uz schopny v takomto pripade simulovat nelinearny priebeh deformacie.

Ked vztah (24) zovseobecnime pre n ¢lenov

n
o(t)=¢, Z Eet,  t = i3
L E.
=1 i (26)

vidime, Ze vysledné napétie predstavuje superpoziciu napati jednotlivych ¢lenov, ktoré maju rozdielne, od casu
zavislé, viskoelastické vlastnosti. Po doplneni modelu o sériovo pripojeny pruzny ¢lena s konstantnou tuhostou
E, dosiahneme to, Ze Casovy priebeh napatia nebude konvergovat k nule, ale k hodnote g, = E,&,

] n 0
olt)=E,+S Ee i g, =E(t)e,, t =
%Eo Zl %50 0 : o)

kde E(t) je relaxatny modul. Poznamenavame vsak, Ze pri zataZeni ¢asovo premenlivou deformdciou je
relaxaény modul funkciou aj deformdcie, t.j. E S E(&,t).

Jednorozmerny model zataZeny ¢asovo premenlivym zataZenim

UvaZujme linedrny jednorozmeny viskoelasticky model zataZzeny ¢asovo premenlivym napatim o(t) a uréme
vztah pre vypolet jednorozmernej deformdcie £(t), ked pozndme modul kripovej poddajnosti D(t). Z
predchadzajucich rozborov vieme, Ze od zataZenia konStantnym napatim 0, dostaneme priebeh deformacie
E(t)=D(t)g, - pozri napr. (4). PretoZe materidl je linearny a plati zakon superpozicie mdézieme k tejto

deformadcii pripocitat deformaciu od malého prirastku napatia Ag, ktoré zacne p6sobit v ¢ase T . Pre vyslednu
deformaciu potom plati (obr.13)




&t) = og,D(t)+AoD(t — 1)

AC

AoD(t-T)

T t

Obr.13 Superpozicia prirastkov deformdcie pri zmene napditia

Sumdciu prirastkov deformacie mozZno zovseobecnit pre nekonecne velky pocet nekoneéne malych prirastkov
napatia do; a dostaneme vztah pre urcenie kripového tecenia

do(7) dr

£(t)=o,D(t) + idG,D(t -1T,)=0,D(t)+ J’ D(t—1)
=1 0 (28)

Vysledny integral sa nazyva Boltzmannov, ale mozno sa stretndt aj s inymi nazvami: hereditarny, klesajlcej
pamaéti, Duhamelov. Analogicky mozno dospiet aj ku vztahu pre relaxaciu napatia v ktorom kripovd poddajnost
D nahradi relaxa¢ny modul £

de(r)

G(t)=80E(t)+J'E(t—T) = dt
0

(29)
Vztahy (28) a (29) su konstitutivne rovnice viskoelastického materidlu vo vseobecnom tvare, platia,

samozrejme, aj pre jednoduché mechanické modely, pre realny material vsak musime do nich urcit moduly D a

E na zdklade experimentalnych testov. Napr. podla (29) napidtova odozva na nahle zatazenie materidlu

deformaciou &, je &FE(t), z coho vyplyva navod na experimentdlne urcovanie E(t) na zéklade priebehu
nameraného napatia. Analogicky podla (28) moZno uréit D(t) meranim casového priebehu deformacie
vyvolanej ndhlym napdtovym zataienim 0y .

Priklad 1

Vysetrite pomocou Boltzmannovho integralu priebeh deformacie Maxwellovho modelu pri dvoch zataZeniach s
rovnakym maximdlnym napdtim 0, , ale rozdielnym ¢asovym priebehom podla obr. 14. Konstitutivna rovnica

Maxwellovho modelu je (3) o+ 1d/E = n&E a modul kripovej poddajnosti (4) D(t)=t/n+1/E.

o1 o
Oy @ O, @
t; t 0 t; f
Obr. 14

Riesenie
1. zataZenie

1. ¢asovy Usek O <t <t;: 0(0)=0, o(t)=o,t/t,, do(r)/dr=0,/t,



dG(T) ‘-7 10 o, 0 tD

Ia_ E%ﬂ__ B T EB

gt)=o,D(t)+ I D(t—1)

2. tasovy Usek: t =t : O(t) =0, dO(T)/dTZ 0
dG(‘L’) dG(‘L’) _% Ot-t / 2 10

T B TEB

6()

glt)= GOD(t)+J'D(t 7) dt +ID(t ) ID(t T)———

2. zataZenie: t 2 t;

PouZijeme vztah (4) a pre zaciatok zataZenia ¢as posunuty o t;

D‘tlD

E(t)=D(t—t,)o,(t,) =0,
1190\ 0 E E a
¢o dava mensie hodnoty ako prvé zatazenie v tom istom ¢asovom useku.

Uvedeny priklad ilustruje dve vlastnosti Bolzmannovej integralnej superpozicie, ktoré obidve suhlastia s
experimentalnymi skusenostami: Po prvé, materidlovy model ma "pamat"; paméatda si predchadzajicu
zataZovaciu histdriu, na rozdielne zatazovacie histérie reaguje rozdielne. Po druhé, reaguje na rychlost
zataZovania; deformaicia je vacésia pri postupne rasticom zatazeni na kone¢nd hodnotu, ako pri ndhlom zatazeni
na tuto hodnotu.

Viacrozmerna viskoelasticita

RieSenie rovinnych a priestorovych viskoelastickych Gloh s malymi deformdaciami a izotropnymi vlastnostami
materidlu je v podstate zaloZzené na zovSeobecneni poznatkov a postupov pouZitych pri jednorozmernych
Ulohach. Tuhostné vlastnosti materialu (a potom aj tenzor napétia) sa s ohladom na vyhodnejsie vyjadrenie a
jednoduchsie numerické rieSenie priestorovej nestacionarnej nelinedrnej ulohy rozdeluju na objemové a
deviatorické (analogicky postup sa vyuzival pri pruine plastickej uUlohe v D12). Deviatorické (Smykové)
deformacné vlastnosti materialu charakterizuje modul pruznosti v Smyku G a objemovd stlacitelnost objemovy
modul K. Vztahy medzi materialovymi charakteristikami st zname zo zakladov pruznosti
E E

_ K=———
2(1+ ) 3(1-2)

kde E je modul pruznosti v tahu a f je Pissonovo Cislo materidlu. Materidlové vlastnosti mnohych

viskoelastickych materialov pri zatazeni nie su stale, menia sa s ¢asom; pri urcitej konstantne] teplote su to
klesajuce funkcie vyjadrované obycajne vo forme Pronyho radov tak, ako sme sa s tym uz stretli pri
zovseobecnenom Maxwellovom modeli

‘ ~

nG
G(t)=Gy + Z Ge ©

(o}

(30)
ny _t

K(t) =Ky + Z Ke "

= (31)

kde G; a K; su rozdielne moduly jednotlivych Maxwellovych ¢&lenov, pricom t,-G =n/G; a t,-K =n./K; suich

relaxacné Casy. Pri clenoch G, a K, sa ¢asto méZme stretnit s indexom oo, ktory naznacuje, Ze ide o hodnotu,

ku ktorej rad konverguje pri velmi dlhom (teoreticky nekone¢nom) Case.

Funkcie (30) a (31) je vyhodné, kvoli ich lahsej modifikacii, upravit zavedenim relativnych ¢lenov
al =Gy /G,, a’=G, /G,

ag =Kg /Ky, @i =K /Kq
kde



Ng Ny
Go=Gy+Y G, K=K+ K,
=1 =1

i=

Funkcie (30) a (31) maju potom tvar

O Ne -t 0

G(t) =G, &g + ZOC,-GG t 0
g = J (32)

0 N -0

K(t) =K, Coef + Zafe &
= J (33)

Konstitutivhu rovnicu pre priestorovd napatost teraz uz mozino napisat vo forme zovSeobecnenia
Boltzmannovho integralu s rozdelenim napéatia na deviatoricku a objemovu ¢ast

de(t)
T

de, (7) dr

o(t) =IZG(t—1) dT+IIK(t—17)
0 0

(34)

kde O je tenzor Cauchyho napétia, e je deviatorickd cast tenzora deformdcie, &, je objemova ¢ast deformacie
a | je jednotkovy tenzor. V programoch MKP sa zloZzky napatia (34) v integraénych bodoch vy¢isfuju v ¢asovych
krokoch pomocou numerickej integracie (pozri napr. teoreticky manual programu ANSYS).

Priklad 2

Pre podlhovasti obdiZnikovi dosku, ktorej vypo&tovy model a rozmery st zndzornené na obrazku, uréte
pomocou programu ANSYS ¢asovy priebeh maximalneho ohybového napétia, ked' ju na kratSej strane votkneme
a na naprotivnej strane naplocho prehneme o 30 mm. Poissonovo ¢islo materidlu t/=0,3 a objemovy modul K
nie su casovo zavislé. Vyhodnotenim experimentadlneho testu materiadlu sa zistili hodnoty ¢asového priebehu
modulu pevnosti v Smyku s pribliznou aproximaciou podla (30), kde plati

G, =7300MPa t, =100
G, =4900MPa t, =2000s

G, =480MPa t,=2010"s
G2 =0

Riesenie

Pre program ANSYS treba hodnoty Pronyho radu pre Smykovy modul prepoditat podla horeuvedenych vztahov
na relativne hodnoty. Zacdiato¢ny modul pruznosti v Smyku (hodnota pri t = 0) je

3
Gy =Gy + G, =12680 MPa
£

a relativne nasobky su



a,=G /G, - a,=0,61985
a, =0,38446
a; =0,03766
Zaciato¢ny modul pruznosti v tahu je
E, =2G,(1+ 1) = 32968 MPa
a objemovy modul

= fo  _27473mPa
3(1-24)

Ulohu sme v interaktivnom méde programu zadali a vypo¢itali tymto postupom:

1. Zadanie nazvu ulohy
Utility Menu>File>Change Jobname./FILNAM = OhybViskoDosky, OK;

2. Zadanie typu prvku pre ulohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delefald...Shell Elastic 4node 181, OK, Close;

3. Hrubka dosky
Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add/Edit/De)éAdd... ,OKTK(1)=10, OK, Close;

4. Materialové udaje

Linearne

Preprocessor>Material Props>Material Models, Strucal, Linear, Elastic, Isotropic, EX = 32968, PRXY =
0.3, OK,

Nelinearne

Nonlinear, Viscoelastic, Pronghear Response.al=0.61985, t1=100, Add Row,
a2=0.38446, t2=2000, Add Row,
a3=0.03766, t3=2E4, OK,

Volumetric Response...
al=27473, t1=0, OK, Material, Exit;

5. Vytvorenie bodov plochy prvko¥iglovanie bodov je automatické)
Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In Active:CX =0, Y = 0, Apply,
X =1000, Y =0, Apply,
X =1000, Y =100, Apply,
X=0,Y =100, OK;
6. Vytvorenie plochy prvkov
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>TroudPs 1 KP1,1 KP2,1 KP3,1 KP4, OK;

7. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Mesh To@&ize Controls: Areas, Set: Pick All, SIZE = 50, OK;
(Preprocessor>Meshing>Mesh TooNlesh, Pick All, Close;

8. Upevnenie a ZaZenie modelu

Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>gplacement>0On Nodes
P: Tri uzly naravej strane oHdnika, OK, All DOF, Value = 0, Apply,
P: Tri uzly na pravej strane ofidika, OK, UZ, Value = -30, OK;

9. Riadiace prikazy nelinearneho rieSenia a vgpo

Solution>

P:Unabridged Menu

Load Step Opts>Time/Frequenc>Time and Substp$ME=3600, NSUBST=100, KBC=Stepped,OK;
Load Step Opts>Output Ctris>DB/Results FileFREQ=Every Substep, OK;
Solution>Solve>Current LSolve Current Load Step, OK;

10. Vykreslenie relaxacie maximéalneho ohybovéhaitiagfv krajnom bode votknutého prierezu)



Utility Menu>Plot>Elements
TimeHist Pospro>Kliknite prvu ikonkuava (Add Data) >Nodal Solution>Stress>X-Componehstoess,OK,
Piknite uzol vo votknuti, OK, Piknite tretiu ikonkiava (Graph Data)

20
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VALU

0 800 1600 2400 3200 4000
400 1200 2000 2800 3600
TIME

11. Ukortenie prace s uloZzenim databazy ulohy
Ansys Toolbar>Quitsave Geom+Loads, OK;

Dosku, vzhladom na jej tvar, mozno povazovat za nosnik a zaciato¢né maximalne napatie (v ¢ase t = 0) mozno
priblizne skontrolovat pomocou vzorcov platnych pre ohyb nosnika. Sila, ktora vyvola priehyb 30 mm potom je

3El 3[32968[10000°
F= _3Wmax = 3 30=24,73N
l 1211000
a pre maximalne ohybové napatie plati
o _ M, ax _ F¢ _ 6024,73[1000 14,84 MPa

W, lpp? 100010°

Vplyv teploty

Vlastnosti mnohych viskoelastickych materialov, napr. polymérov, su silno zavislé od teploty a tedria ich
materidlovych modelov a konstitutivnych rovnic neméze tuto veli¢inu obist. Aj v tomto pripade zakladné
postupy treba hladat najprv pri jednorozmernych modeloch. Ak budeme napr. uvaZzovat konstitutivnu rovnicu
Maxwelovho modelu (3) s teplotne zavislou viskozitou /J(T), dostaneme diferencidlnu rovnicu s dvomi
nezavislymi premennymi - ¢asom t a teplotou T

CT{-ZZ{Z}foZ;:

de
T)— 35
£ gt /7()dt (35)

Ak do nej zavedieme teplotu ako funkciu ¢asu T =T(t), vznikne linedrna diferencidlna rovnica s
nekonstantnymi koeficientami. Zjednodusme tento problém najprv tak, Ze budeme uvazovat konstatnu teplotu
T =T, . Pridanej teplote T; potom pre kripovi podajnost a relaxény modul Maxwellovho modelu podla (4) a (5)
plati

D(t,T) = % s L (36)

E(t,T)=Ee /%) t(T)= (37)



a model ma takto pre kazdu teplotu T, inu kripovu a relaxacnu funkciu.

Nahradme teraz ¢as t premennou
t d A
_ de_ A (38)
nr) dt n(T)
kde A je konstanta. Tato substitlicia transformuje konstitutivnu rovnicu Maxwellovho modelu (35) na
diferencialnu rovnicu s jedinou nezavislou premennou &

£=a

Ado _ d¢
o) +=—=A—" (39)

Edé  dé

a kripova poddajnost a relaxa¢ny modul sa zjednodusia na
1.4
D(&)=—+—= 40
($) R (40)
_ &/t _A

E(E)—Ee R, tR—E (41)

Grafické obrazy tychto funkcii predstavuju tzv. hlavné krivky (master curves), z ktorych mozno spatnou
transformdciou dostat krivky funkcii (36) a (37) pre v3etky rozdielne teploty T, a naopak, vietky tieto krivky v

systéme s premennou & spitne skolabuju (premiestnia sa) do hlavnych kriviek.

Zvolme ako priklad linedarnu zmenu viskozity v zavislosti od teploty podla vztahu
o o O
n(T;) =1, EJ’_AHT_I_l%
O r

kde T, je referencna teplota (je to teplota, pri ktorej sa viskozita rovna zadanej konstantnej hodnote 7},) a A =

0,2 a zvolime pomer /7, / E =5 . Potom vztah (41) vyjadreny pomocou t mozno vyjadrit ako
e 02t
E(t)/E=e WIT) = 12702(T/T)

Na obr.15 sme graficky znazornili ¢asovy priebeh tychto funkcii pre teploty 100, 20 a -100 °C. Su to vsetko
exponencialne funkcie s podobnym tvarom a ak za referenénd hodnotu zvolime 20 °C, potom pri vyssej teplote

1.0
08+

E(tT)/E
0.6

0.4

0.2

0 10 20 30 40 50 t

Obr.15 Priebeh relaxacného modulu pri rozdielnych teplotdch

sa relaxacné casy zmensuju a pri nizSej naopak. Ak tieto krivky znazornime v logaritmickom suradnicovom
systéme (obr. 16), krivky su len posunuté voci sebe o urciti hodnotu. Tento fakt moZno napr. pre ¢asovo zavisly
modul pruznosti v Smyku vyjadrit takto

Iog[G(t,T)] = f{log(t)+|og HA(T,T,ef)g

kde f oznacduje funkciu hlavnej krivky a log A(T,Tref) je je funkcia horizontalneho posunu v ¢ase t z teploty

T

ref do teploty T. Z uvedeného vyplyva, Ze pre viskoelastické materialy, u ktorych experimenty potvrdzuju

takuto podobnost materidlovych kriviek (su to tzv. termoreologicky jednoduché materidly), je mozné pomocou



hlavnych kriviek urcovat teplotné zmeny materidlovych hodnét z tzv. posuvnych funkcii (shift functions)
AT T).

1.000 (

0500 ‘

T=-100
0.100 \

0.050 T:Tr =20 \ \
log[E(t,T)/E] T=100 \
0.010
0.005 \
0.1 05 1.0 50 100 500 logt

Obr.15 Priebeh relaxacného modulu pri rozdielnych teplotdch v logaritmickych suradniciach

Hlavna krivka redlneho materialu sa tvori pomocou viacerych experimentalnych testov pri réznych teplotach
a posuvanim tychto kriviek na referencnu teplotu Tref sa zaroven urcia aj hodnoty posuvnej funkcie A(T,-,T,ef).

Interpoléciou tychto hodn6t mozno zostavit funkciu A(T,T,ef). Napr pre polyméry mozno namerané hodnoty

posuvnych fukcii dobre aproximovat tzv. WLF (Williams-Landel-Ferry) funkciou
Co(T ~Toey)

logA(T,T ;) =
BA ref) C2+T_Tref

kde C; a C, su materidlové kon3tanty. Okrem tejto funkcie sa vyuZiva aj Tool-Narayanaswamyho funkcia

alebo, najma pre roztavené sklo, Tool-Narayanaswamyho funkcia s fiktivnou teplotou (pozri napr. teoreticky
manual programu ANSYS).

Priklad 3

Rotacne symetricky skleneny izolator platovany z oboch stran ku kridzku z ALUMINA (Al,O3) s rozmermi na
obrazku sa ochladzuje rychlostou 3 °C/min. z teploty 618 °C na teplotu 460 °C, kde sa izotermicky pozdrzi 4
hodiny. Potom sa rychlostou 3°C/min. dalej ochladzuje na teplotu okolia 18 °C. Uréte pomocou programu ANSYS
priebeh maximdlnej intenzity napatia (redukovaného napéatia podla Trescovej hypotézy) v zdvislosti na
klesajucej teplote na hranici oboch materidlov. Vlastnosti oboch materidlov prevezmite z prikladu VM200
overovacieho manudlu programu ANSYS (pozri tiez prikazové riadky prikladu uvedené nizsie). V priklade vyuZite
Tool-Narayanaswamyho funkciu s fiktivnhou teplotou.

\4
¢ 4 mm SKLO
015 T ALUMINA
7 mm
o
X
SKLO
-/

RieSenie
Priklad sa riesil pomocou tychto prikazovych riadkov programu ANSYS:



/PREP7
ET,1,PLANE183,,1 I OSOVO SYMETRICKY 8-UZLOVY PRVOK

/COM, MATERIALOVE VLASTNOSTI ALUMINA

MP,EX, 1,3.73113E5

MP,PRXY,1, 0.3

TB,PRONY,1,1,1,SHEAR

TBDATA,1,0.0,1E-7

TB,SHIFT,1,1,1,FICT

TBDATA, 1, 618, 0.0, 1.0 | PARAMETRE SHIFT FUNKCIE
TBDATA, 4, 618, 1.0, 0.0 I PARAM. FIKT. TEPLOTY: TFI, CFI, TAUFI
TBDATA, 7,52.6E-7, 0.119E-7, -1.0E-11 | KOEF. TEPL. ROZTAZNOSTI TUH. FAZY
TBDATA,12,52.6E-7, 0.119E-7, -1.0E-11 | KOEF. TEPL. ROZTAZNOSTI TEK. FAZY

/COM, MATERIALOVE VLASTNOSTI SKLA

MP,EX, 2,7.2548E4

MP,PRXY,2, 0.3

TB,PRONY,2,1,3,SHEAR I SMYKOVE VISKOELASTICKE VLASNOSTI
TBDATA,1,0.422,0.0689

TBDATA,3,0.423,0.0065

TBDATA,5,0.155,0.0001

TB,SHIFT,2,1,6,FICT I TN SHIFT S FIKTIVNOU TEPLOTOU
TBDATA, 1, 618, 6.45E4, 0.53 | PARAMETRE: FIKT. TEPLOTA, H/R, X
TBDATA, 4, 618, 0.108,3.0 ! 1.FIKT.TEPLOTA

TBDATA, 7, 618, 0.443,0.671 ! 2.FIKT.TEPLOTA

TBDATA, 10, 618, 0.166, 0.247 ! 3.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,13, 618, 0.161, 0.091 ! 4.FIKT.TEPLOTA

TBDATA, 16, 618, 0.046, 0.033 ! 5.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,19, 618, 0.076, 0.008 ! 6.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,22, 64.7E-7, 0.02E-7, ! KOEF.TEPL. ROZTAZNOSTI TUH. FAZY
TBDATA,27, 3.43E-5, | KOEF.TEPL. ROZTAZNOSTI TEK. FAZY

/COM, TVORBA KONECNYCH PRVKOV
N,1,

N,3,,0.00025

FILL

N,7,0,0.0035

FILL

NGEN,5,7,1,7,1,.0005
MAT,1
E,1,15,17,3,8,16,10,2
E,15,29,31,17,22,30,24,16
MAT,2
E,3,17,19,5,10,18,12,4
E,17,31,33,19,24,32,26,18
E,5,19,21,7,12,20,14,6
E,19,33,35,21,26,34,28,20

/COM, OKRAJ. PODMIENKY A VAZBA UZLOV V RADIALNOM SMERE
NSEL,S,LOCY

DSYM,SYMM,Y

NSEL,S,LOC,X

DSYM,SYMM,X

NSEL,ALL

D,1,ALL

CP,1,ux,15,16,17,18,19,20,21

CP,2,ux,29,30,31,32,33,34,35

FINISH

/SOLU
/COM, NASTAVENIE ZACIATOCNEJ TEPLOTY
TREF,618
TOFFST,273
TUNIF,618
TIME,1E-5
CNVTOL,F,,,,.001 I MALE ZAC. ZATAZENIE
I NA ZABEZPECENIE KONVERGENCIE
SOLVE




OUTRES,ESOL, 1 | UKLADAJ VYSLEDKY PRE KAZDY SUBKROK
NSUBST,200

TUNIF,460 | OCHLADZOVANIE
TIME,3160

SOLVE

TIME,(14400+3160) | IZOTERMICKA VYDRZ
SOLVE

TUNIF,18 I DALSIE OCHLADZOVANIE
TIME,(14400+12000)

SOLVE

FINISH

/POST26

ESOL,2,3,,BFE,TEMP
ESOL,3,3,3,S,INT,SINT

XVAR,2

/GRID,1

/AXLAB,X, TEPLOTA
/AXLAB,Y,INTENZITA NAPATIA (MPa)
PLVAR,3

FINISH

Vysledky

Objemové zmrstenie telesa (polovice tvoriacej plochy telesa) u¢inkom ochladenia:

DISPLACEMENT

SUB =25
TIME=26400
DMX =.391E-04

X

Priebeh intenzity napétia na hranici oboch materidlov v zavislosti od klesajucej teploty a vyslednd hodnota
zvyskového napatia (ndzorne vidiet prechod z tekutej fazy skla, cez skok pri prechodovej teplote, do tuhej fazy):

12.6
11.34
10.08

8.82

7.56

6.3

5.04

3.78

THTENZITE WAFATIE [MFPa]

2.52

1.26

0 128 256 384 512 640
64 192 320 448 576

TEPLOTA OCHLADZOVANIA [°C]




