D 13 Pruzne plasticka uloha rovinnej napatosti

V dodatku [D 12] sme uviedli zakladné postupy rieSenia pruzne plastickej ulohy platné pre vseobecnu
trojrozmernu napéatost, rovinnd deformaciu a rotacne symetrickd Glohu. Su to ulohy pri ktorych vsetky tri
normalové zlozky napatia su volné premenné. Pri rovinnej napatosti (pozri napr. [1]) vSak zlozka kolma na
stredovu rovinu telesa je rovna nule (pricom ale zlozka devidtora napatia v tomto smere nie je nulova) a
uvedené vztahy a postupy nie je mozné pouzit bez urcitej modifikacie. Vzhlfadom na ¢asty vyskyt tejto tlohy
v praxi sa jej budeme venovat v tomto dodatku.

1. Rovinnd napétost pri elastickom zataZovani

Uvazujme zatazené teleso v rovnovaznom stave, ktorého rovina (x,y) je rovinou symetrie (stredovou
plochou) S (obr. 1). Vsetky vonkajsie zatazenia (vratane reakcii) nech si symetricky rozdelené po po
relativne malej hriubke telesa t(x,y); ich vyslednice teda pésobia v rovine S a spojité zatazenia p(x,y) a b(x,y)
sU na premennej z nezavislé. Za tychto predpokladov staéi pre rieSenie pevnostnej ulohy telesa uvazovat
len funkcie posunutia stredovej plochy telesa

[b(x,y)[]
u=rj O]
v(xy)o

pretoze vietky deformacné i napatové veliiny telesa mozno z tychto funkcii vypocditat.
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Obr. 1 Stredovd plocha telesa a rovinny konecny prvok

Vo vektore zloZiek napatia su nenulové len zlozky, ktoré leZia v rovine (x,y), a preto hovorime, Ze teleso
(stena, membrana) je zatazena rovinnou napétostou

G:BTX Gy TXV (2)

Vo vektore pomernej deforméacie uvazujeme len tri zloZzky (material reaguje na rovinnu napéatost
prie¢nou deformaciou &, , ti ale moZno urcit z deformacii v stredovej rovine)

e=B. & 1oH=R & 2,F 3)

Teraz uz mozno vyuzit postup podrobne uvedeny v [1] pre vSeobecné priestorové teleso, ked sa zavedu
zjednodusenia platné pre rovinnl napatost

Uz = Z-yz = sz :yyz :yzx =0 (4)
Pomerné deformicie v rovine (x,y) potom su

ou ov odu Ov
= ’ yxy:_+_
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Z fyzikdlnych rovnic dostavame
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az podmienky g, =0
__H

£ = _E(UX +0,) 7)

Invertovanim rovnic (6) dostaneme vztahy pre vypocet napati zo zloziek deformacie

E E

JX_l_uz(Ex-l-/jgy)r Uy_—l—yz(ﬂgx+gy)' Txy—GyXy (8)

Pomernu deformaciu v smere osi z je teraz uz mozné vyjadrit pomocou pretvoreni v rovine (x,y), ked'z (8)
dosadime do (7)

£ == l’u'u(e +£) (9)

V maticovom tvare mozno teda fyzikalne (konstitutivne) vztahy zapisat v tvare

o =D (10)
kde matica materidlovych konstant je
S LEE:
D¢ = W1 0
1- 12 L
D 0 (1-p)/2F

(11)

2. Von Misesov pruZzne plasticky model rovinnej napéatosti

Pri rieSeni pruzne plastickej Ulohy pre teleso zatazené rovinnou napdtostou mozno opat uvazovat len tie
deformacné a napatové zlozky, ktoré leZia v stredovej rovine, pretoZe &, sa aj v tomto pripade da vyjadrit

pomocou tychto zloziek. VyuZiva sa na to vztah (9), kde sa pri vyjadreni Ef uplatriuje nestlacitelnost

materialu pri plastickom teceni (£ =0,5)

U (e, e 0
g, =€ +el = _F(SX +£y)+£§ +e)
H B (12)
Von Misesovo ekvivalentné napétie [D 11] 0 potrebné do podmienky plasticity
f= 5—5,((2”)) =0 (13)
terazje
5=\/0f+ ) —0,0, +31,, (14)
a vektor plastického tecenia
(bo, -0, U
_Qof O_ EZ O
f=C~—0=-—[20,-0,0
(0o 20 0 6 B
[l TXV [l (15)

Uréenie napdtia metddou elasticky predictor/projekcia na najblizsi bod

Skusobné napatie sa urci z redukovanych rovnic
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a vSeobecné rovnice spdtnej projekcie na najblizsi bod spevnenej plochy plasticity [D 12] potom su

EbXD [o,, U O u 0 D 20, GD

0 0 o E 0O
G, .= [p'y =0, —~AADf =0y, D—All_,uz 1 0 ”%O' -0, D
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Ich rozpisanim a Upravou dostavame
g, t0
o, +o, =22
1+KAA
JOX - JOy
g -0, =————== 18
* Y 1+36MA 18)
I = TOxy _
¥ 1+43GAA
kde
E SAY,
==, M=—
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Nezndmy skalarny nasobok AA musi mat takd hodnotu, aby bola splnena podmienka konzistencie
fn+1 (A/‘) n+1(A/T) _O_-k(A/T) =0 (19)
kde
g, (01)=0, +HE, =0, +HD =0, +HT,,, (20)

Vyjadrenie vztahov na itera¢né uréenie v je jednoduchsie pri pouziti kvadratu podmienky (19)
q(an)=£2, (o) =32, (M) -a2 (M) =0 (21)
Umocnenim a Upravou ekvivalentného napatia (14) dostavame
1 2
—2  _ 2 [
On11 ——gcx +o,) +3\o,—0,) +127,
Mo, ve,) +3(e, o) 4128, "
a po dosadeni z (18)

(O-OX-'-O-Oy)2 +3(JOX _JOy) +12T3xy

Opa = ~ -
" a(1+kan) a(1+36M) -
Pomocna funkcia g (21) potom je
2 2
welocal docal o, g,

—\2 —\2
4(1+kn1) 4(1+36M)
Z nelinedrnej rovnice (24), ¢o je vlastne upravend podmienka konzistencie, sa skaldrna hodnota v vyjadri

pomocou N-R iteracie (pozri kapitolu 2 v [2]). Po rozklade funkcie g v okoli AA do skrateného Taylorovho
radu, pre iteracny vztah plati

- = q(A)Ik)
DAy =DM, —m (25)

kde sme (' oznacili derivaciu funkcie g podla Lﬁ, pre ktoru podla (24) a (20) dostavame
_ 00,4 25, 00, _ Py 00,.,
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Z (23) po odmocneni a derivovani podla A ziskame posledny potrebny vyraz pre iteracnu proceduru

aa—nil __1 SK(GOX +(70y)2 .\ 365‘70)( +‘70y)2 +127c2>xy %
AL G, % 4(1 + KAI)3 4(1 + 3GAI)3 %

(27)
Vypolet AA a vysledného napétia O, si vysvetlime na priklade (¢iselné vysledky vypocital pomocny
program uvedeny na obr. 2).

Priklad 1

Teleso zatazované rovinnou napatostou je vyrobené z ocelového materidlu, ktorého vlastnosti pri pruzne
plastickom zatazovani aproximuje von Misesova zatazovacia funkcia a linedarne spevriovanie. Pre
vySetrovanu materidlovu Casticu telesa, ktorej predchddzajuci stav je bez napatia, treba z explicitnych

vztahov metédy elasticky predictor/projekcia na najblizsi bod urcit vysledné hodnoty zloZiek napatia 0,1,
ked ju zdeformujeme pomernymi deformaciami ¢ =0,002 a ¢ =-0,001 a y, =0,002. Dané je E =
200000 MPa, O,= 200 MPa, E,=100000 MPa, M= 0,3. PoZadovana presnost nech je
fys1 = 0,4 — 0, <0,001 MPa.

RieSenie
Skusobné napétie podla (16) je

0 e, 0 373,60

u
0, O_ _0O O
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Kontrola podmienky plasticity

a, =\/00X2 +0,,° = 0,,0,, +31,, =\/373,62 +(-87,9)* —373,6( 87,9) 43 53,8 =

=501,1 MPa > g, =200 MPa

PretoZe ekvivalentné napatie je vacSie ako medza sklzu materidlu, vo vySetrovanom bode dojde
k nelinedrnej pruzne-plastickej deformacii. Vysledné napatie v takomto pripade treba urdit z uvedenych
vztahov spatnej integracie platnych pre rovinnd napétost.

ZacCiatotné hodnoty pre vypolet napatia pri pruzne-plastickom zataZovani su Ajo =0 a
O,o = 0, =200. Potom podla (23) az (27) iteracny vypocet vykonal program (vztahy neobsahuji matice, a
preto sme zvolili program Mathematica) uvedeny na obr. 2 a vysledky su:

Zlozky vysledného napatia vo vysetrovanom bode telesa:

g, =266,0 MPa
g, =—45_8MPa
7,,=103,9MPa
Vysledna (spevnena) medza sklzu materialu:
O, =342,7MPa
Vysledna ekvivalentna plasticka deformdcia:
£ =7,13510"



(* Backward-Euler, Rovinna napatos t-explicitne *)
Off[General::spell,General::spell1]

(* Vstupne hodnoty *)
EE=200000; mi=0.3; Sigk0=200; G=EE/(2+2*mi); Et=100 000; H=EE*Et/(EE-E);

(* Startovaci bod *)
sxn=0;

syn=0;

sxyn=0;

(* Prirastok deformécie *)
EpsX=0.002;
EpsY=-0.001;
EpsXY=0.002;

(* SkuSobné elastické napatie *)
K=EE/2/(1-mi);
K1=EE/(1-mir2);
sx0=sxn+K1*(EpsX+mi*EpsY);
sy0=syn+K1*(EpsY+mi*EpsX);
sxy0=sxyn+K1/2*(1-mi)*EpsXY;
(* Vychodzie hodnoty iterécie *)
La=0;

Sigk=Sigko;

Sekv=0;

c1=(sx0+sy0)"2;
€2=3*(sx0-sy0)"2+12*sxy0"2;

(*ltera  &né oprava *)

While [Abs[Sigk-Sekv]>0.001,
Sekv2=0.25*(c1/(1+K*La)*2+c2/(1+3*La*G)"2);
q=Sekv2-Sigk"2;

Sekv=Sqrt[Sekv2];

dSekv=-0.25/(Sekv)*(K*c1/(1+K*La)"3+3*G*c2/(1+3*G*L ay3);
(*dSekv=-1/(Sekv)*(K*c1/(1+K*La)"3+3*G*c2/(1+3*G*La )73);%)
dg=2*Sekv*dSekv-2*(Sigk0+H*Sekv*La)*(H*Sekv+La*H*dS ekv);
La=La-g/dg;

Sigk=SigkO+H*La*Sekv];

(*Vy cislenie napétia *)
Al1=1+0.5*La*EE/(1-mi);
A2=1+3*La*G;
sps=(sx0+sy0)/AL;
sms=(sx0-sy0)/A2;
SXdef=(sps+sms)/2;
SYdef=(sps-sms)/2;
SXYdef=sxy0/A2;

(* Hodnota novej medze skizu *)
SigkDef=Sigk;

(* Hodnota ekvivalentnej plastickej deformacie *)
EplastPruh=La*Seky;

Print["Vysledky"/TableForm[{{"SX =", SXdef,"MPa"},
{'SY =", SYdef,"MPa"},
{'SXY =", SXYdef,"MPa"},
{"SigK =", SigkDef,"MPa"},
{"EpsPlast =", EplastPruh}
1

Vysledky
SX = 265.985 MPa
SY = -45.7687 MPa
SXY = 103.918 MPa
Sigk = 342.7 MPa
EpsPlast = 0.000713502

Obr. 2 Program na urcenie vysledného napétia rovinnej napatosti pomocou spatnej integracie z
explicitnych vztahov a vysledky vypoctu prikladu



Priklad 2

Rieste predchadzajuci priklad pomocou programu ANSYS.

RiesSenie

Materidlovu Casticu telesa mézeme nahradit jedinym koneénym prvkom rovinnej napatosti s jednotkovou

hrdbkou, ktory bude mat udané materidlové vlastnosti. Problém so zadanim skosu Vyy obideme tak, ze

hrany prvku umiestnime do smeru hlavnych pomernych pretvoreni & a &, (v tychto rezoch je ) nulové) a
ich velkost vypocitame zo vztahu

g, =2 ;gy J_r%\/(sx —5) +(v,) :M;O’OM J_r%\/(o,ooz +0,001)° +(0,002)* =

=0,0005+0,0018027 - ¢& =0,0023027; &, =-0,0013027

a pre smer & plati
Vi _ 0,002 _2
£ —&, 0,002+0,001 3

tg2¢ = - ¢ =16,845°

Teraz uz mozno Ulohu tlohu v prostredi programu ANSYS realizovat tymto postupom:

1. Zadanie nazvu ulohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = RovNapatostl, OK;

2. Zadanie typu prvku pre ulohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add..., Solid Quad 8 node 183, OK, Close;

3. Materialové udaje

Linedrne

Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX = 2E5, PRXY = 0.3,
OK,

Nelinearne

Nonlinear, Inelastic, Rate Independent, Isotropic Hardening Plasticity, Mises Plasticity, Bilinear, Yield Strss =
200, Tang Mod = 1E5, OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie bodov natocenej plochy prvku (Cislovanie je automatické)
Utility Menu>Work Plane>Offset WP by Increments..., Degrees = 16.845, 0, 0, OK;
Utility Menu>Work Plane>Local Coordinate Systems>Create Local CS>At WP Origin..., OK;
Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In Active CS: X =0,Y =0, Apply,
X=1,Y=0, Apply,
X=1,Y=1, Apply,
X=0,Y=1, 0K;
5. Vytvorenie plochy prvku
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>Trough KPs: 1 KP1,1 KP2,1 KP3,1 KP4, OK;

6. Vytvorenie prvku
Preprocessor>Meshing>Mesh Tool: Size Controls: Lines, Set: Pick All, NDIV = 1, OK;
(Preprocessor>Meshing>Mesh Tool): Mesh, Pick All, Close;

7. Upevnenie prvku v smere jeho hran (v smere hlavnych predizeni) a zadanie & ag

Preprocessor>Modeling>Move/Modify>Rotate Node CS>To Active CS 1, Pick All;
Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>0n Nodes 1, (pozri obr.)

P: 1,8, 6, OK, UX, Value = 0, Apply,
P:1, 3, 2, OK, UY, Value = 0, Apply,
, 5,4, 0K, UX, Value = 0.0023027, Apply,

P:2
P: 6,7, 4, OK, UY, Value =-0.0013027, OK;



8. . Riadiace udaje nelinearneho riesenia a vypocet

Main Menu>Solution>Analysis Type>Sol’n Controls..., Time at end of loadstep = 1, Number of substeps = 1,
OK;

Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

9. Vypis zloZiek napatia prvku
Main Menu>General Postproc>List Results> Nodal Solution..., Stress, X-Component of stress, OK;

PRINT S NODAL SOLUTION PER NODE
THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINA TES

NODE SX SY Sz SXY SYz SXzZ
1 26599 -45.766 0.0000 103. 92 0.0000 0.0000
2 26599 -45.766 0.0000 103. 92 0.0000 0.0000
4 26599 -45.766 0.0000 103. 92 0.0000 0.0000
6 265.99 -45.766 0.0000 103. 92 0.0000 0.0000

10. Ukoncenie prace s ulozenim databazy ulohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Dostali sme rovnaké vysledky ako z analytickych vztahov v predchadzajicom priklade, éo potvrdzuje ich
spravnost.

3. Maticova formuldcia pruzne plastickych rovnic rovinnej napatosti

Uvedené analytické urCenie napatosti pri pruzne plastickom zatazovacom kroku je sice elegantné a
jednoduché, pokial' nds vsak zaujima tvorba programu MKP pre rieSenie pruZne plastickych Uloh rovinnej
napatosti, je potrebné vytvorit zakadné vztahy a uloZit potrebné hodnoty pre dalsi zatazovaci krok v
maticovom tvare. V takom pripade sa stavové veli¢iny sa zapisuju do sipcovych matic (vektorov)

— € — € o€ e P = P oP P
E—Equqﬁi = wqﬂg&$ e’ = Xﬁwkwg
c=(,,0,T,H, 8= Ex,sy,sxyé (28)

kde sa v deformacnych veli¢inach uvazuju tenzorové zlozky Smykovych skosov (ZEXy =V ) a pre zlozky

deviatorického napétia pri g, =0 plati

s=Po (29)
kde

02 -1 o0

Ho o0 2H

(30)



Von Misesovo ekvivalentné napétie (14) sa teraz da zapisat v tvare

5:\/a§ +02-0,0, 431, =\2s'g =\2d'Po (31)
Podmienka plasticity (13) potom je
f=y{3d'Po-5,(g")=0 (32)
a jej vyhodnejsi kvadraticky tvar
f,=1d'Po-1G;(€") =0 (33)

Vektor prirastku plastickej deformdcie najjednoduchsSie dostaneme vyuZitim maticového vzorca pre
derivovanie skaldrnej kvadratickej formy

re =% =Mi(%aTPa)=lM 0P +P)=M P’ =N Po (34)
oo oo 2

kde, ako vidiet, pre vektor plasticity v tomto pripade sme dostali

f=% =Po=s (35)
00

Pre prirastok ekvivalentnej plastickej deformacie mame

AEP =M2s'To=M,[20 PO (36)

V prirastkovom kroku z ¢asu t, do ¢asu t,,; potom pre hodnoty elastického prediktora plati

etest _ e
& —&F Ae

est e .etest

nt1 =D Epn (37)
—=ptest _ =p
£n+1 - En

kde A& je pre zataiovaci krok znamy linedrne urfeny prirastok deformacie z prirastku vonkajsieho
zataZzenia. Pomocou tychto hodnét sa kontroluje podmienka plasticity (33). Vypodita sa
test _ 1 est\T est 1 =2 =test
fZ -2 n+1) P n+l _Ea-lz(gnﬂ (38)

Ak je fzte“ <0, testovacie hodnoty su platné pre tento (elasticky) zatazovaci krok, v opa¢nom pripade

treba tieto hodnoty opravit plastickym korektorom t.j. pouZit vztahy, ktoré testovaciu napatost vratia na
(zmenenu) ciaru plasticity.

4. Rovnice ndvratu napatového bodu na diaru plasticity (plasticky korektor)

Prva rovnica, ktord musi hlfadané napdtie 0g,,,, v pripade pruZne plastického kroku spiniat, je podmienka

konzistencie v Case t,,; (33)
—147 2E )=
f,73074P Oy ~30¢(8,4) =0 (39)

Ekvivalentna plasticka deformacia sa v zatazujicom kroku zmeni o prirastok (36) na

- _= T
Epg =&+ M\/%anﬂpanﬂ (40)

a poslednou v tejto sustave nelinedrnych rovnic je implicitny vztah spatnej Eulerovej metddy [D12] pre
vypocet elastickej deformacie

_ etest _ etest
é.e+1 = n+elS _anﬂ _éfls —MPO,',H (41)

n

Po vhodnej, nie prave najjednoduchsej, Uprave mozno sustavu nelinedrnych rovnic (39) az (41) previest
na jedind nelinedrnu rovnicu s jedinou nezndmou AA . Vyjdeme z elastickych konstitutivnych rovnic



O, :Degﬁﬂ =De(£;£rel“ -MPo, +1) =D¢ (£n+1 -& —~MPg, +1) (42)

n
Dosadenim a Upravami postupne dostaneme
(I+ MD®P)g,,,, =D* (£, — &)
g, =l +A/1D9F>)‘1De(sn+1 -£) (43)
O,y = (D + MP) (., —&F)

Po uréeni AA bude podla (43) mozné urcovat napitie zo vztahu

an+1 = [A)(Enﬂ _Erlv)) (44)
alebo, pretoze 0’5 =D°(€,,, —&°) , podla

o,., =DD* g (45)
kde

D=0 +MP)™ (46)

5. Urcenie plastického nasobku z podmienky konzistencie

Vo vztahoch pre vypocet napatia z predchadzajliceho odstavca vystupuje uz len jedna neznama, plasticky
nasobok AA . Jeho velkost musi byt taka, aby bola splnend podmienka konzistencie (39). Priame dosadenie
maticového vztahu pre @,,, do tejto podmienky vedie na neprijemnd maticovd formu nelinearnej rovnice,

a preto sa vyuZiva a do programov MKP implementuje jej jednoduchsi explicitny tvar, ktorého odvodenie si
teraz ukadzeme.

Pri izotropnom elastickom materiali, ¢o je na$ pripad, maju matice D¢ a P rovnaké vlastné vektory a
pomocou ich ortogonalnej transformacie mozno ich v podmienke konzistencie previest na diagonélne a z
toho dostat explicitny tvar rovnice na vypocet AA . Transformaéné vztahy su

0
P=QA,Q"; D =QA,Q"; T 1 opg Q'=Q’
%) 0 \/7|:| (47)
kde
1/3 0 o0 (E/(l-u) 0 00O
A,=H0 1 05 A,=g 0 26 0F
HO o0 2H H 0 0 GH (48)
a D® udava rovnica (11).
Teraz zo (43) dostavame
0,4 =(1+MDP) 01 =QrQ'o, (49)
kde
Al
1+ SA:L—Z ) 0 0 C
_ C
C=(1+A,A)" =0 0 (1+20846)™ o C
0 L
o o 0 (1+20846)"C

E

Dosadenim (49) do podmienky konzistencie (39) dostaneme jej zjednoduseny explicitny tvar

4o iffi) QrAF Qo -10:(€)4) =3¢ —35 =0 (51)

T

(50)



kde po vynasobeni matic je
@ = A =+ B =+ ¢ > (52)
(1+a0)" (1+bM)° (1+bM)

s hodnotami
2 2
%(amﬁ_+0mﬁ) %(OMH afﬁ) . zz(i?q
a=1ME/(1-u); b=26
Pre medzu sklzu na konci zatazujliceho kroku plati

02( +1)— =0 '*'H(Z‘rﬁ;7 +M\/§¢) (53)

Z nelinearnej rovnice (51) treba teraz edte vypoditat plasticky nasobok AA .

6. Vypocet plastického nasobku pomocou Newton-Raphsonovej metddy

Hladdme taku hodnotu plastického nasobku AA, pri ktorom je rovnica (51) splnend s dostato¢nou
presnostou. Inak povedané pri Newton-Raphsonovej metdde (pozri napr. [2]) sa hodnota AA postupne
meni tak, aby funkcia

q(A1)=1g7 152 (54)

konvergovala k nule. Klasicky zapis iteracného vzorca pre rovnicu s jednou neznamou je jednoduchy

AAF = MK —:7(2)'7)) (55)

kde v naSom pripade

0q op 2 _0S
WYRE = -=5 56
7 ()= a1 =23m0 35 50
Potrebné parcidlne derivacie do q' sa daju uréit z (52) a (53)
09 1 U 240 2Bb 200 U
onr 29 E(l +aA)’ ' (1 +bA/1)3 ' (1 +bA/’L)3%
(57)
——H A/”t
VR E= A -

7. Spracovanie maticovych vztahov v jazyku FORTRAN

V programoch MKP sa uvedené vztahy vyskytuju vo forme podprogramu, ktory sa vola v cykle pre kazdy
integracny bod prvkov vypoctového modelu telesa. Zdverom uvedieme v tejto Casti aj ukazku takéhoto
spracovania a aby to nebolo celkom suchoparne vo forme spustitelného ilustracného programu. Program,
samozrejme, vzhladom na jeho nedplnost, nie je uréeny na vypoCty a treba si tiez uvedomit, Ze pri
nelinedrnej ulohe, napatia v integracnych bodoch prvkov ovplyviiuje aj globalna iteracia rovnovaznych
rovnic.

Fortranovskd ukazka je zaloZena na vztahoch uvedenych v predchadzajicich odstavcoch a spolu s
komentarmi by mala byt zrozumitelnd pre zdujemcu, ktory ovldda zdklady programovacieho jazyka
FORTRAN. V ukdzke je pre porovnanie naprogramovany vypocet prikladu, ktory sa vyssie riesil pomocou
inych programov.

PROGRAM NAVRAT

B R OROOROROSOROROSORON

"'Navrat napatoveho bodu na p1ochu p1ast1c1ty

[ORORORONS

Qa0a

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0- z)
DIMENSION
1 STRES(3) ,SVECT(3), EPS(3),



2 AQ3,3),8(3,3),P(3,3),D(3,3)

DATA RO ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R6

1 /0.00 ,1.00 ,2.00 ,3.D0 ,4.D0 ,6.D0 /

DATA ALLOwW / 0.00001D0 /
100 FORMAT(/' Prekrocil sa maximalny pocet iteracii'/)
200 FORMAT(' Medza sklzu =',F10.2)
300 FORMAT(' Napatia SX, SY, SXy =',3F10.2)

ROOT3 = SQRT(R3)
DLAMBDA = RO

I=0
EPEKV = 0.0D0
E = 2.0D5

POIS = 0.3D0

F = E/(R3*(R1-POIS))

G = E/(R2*(R1+POIS))

CALL MATICA(D) !Vypocet matice materialovych konstant De

EPS(1) = 2.0D-3 !zZadane zlozky prirastku deformacie

EPS(2) = -1.0D-3

EPS(3) = 2.0D-3

STRES(1) D(1,D*EPS(1)+D(1,2)*EPS(2) !Zlozky testovacieho napatia

STRES(2) = D(2,1)*EPS(1)+D(2,2)*EPS(2)
STRES(3) = D(3,3)*EPS(3)

H = 2.0D5 IPlasticky modul bilinearneho spevnovania
SIGKO = 2.0D2 !zaciatocna medza sklzu

Al (STRES(1)+STRES(2))*(STRES(1)+STRES(2))

A2 (STRES(1)-STRES(2))*(STRES(1)-STRES(2))

A3 = R2*STRES(3)*STRES(3)

DLAMBDA = RO

EPSTN = EPEKV

SQZDS SQRT(R2/R3)
I =
210 T = 1+1 !cCyklus iteracneho vypoctu DeltaLambda N-R metodou
D1 = R1+DLAMBDA*F
D2 = R1+R2*DLAMBDA*G
FI = Al/(R6*D1*D1)+A2/(R2*%D2*D2)+A3/(D2*D2)
FI = SQRT(FI)
DFI = -R2*Al*F/(R6*D1*D1*D1)-R4*A2%G/(R2*D2*D2*D2)
1 -R4*A3*G/(D2*D2*D2)

DFI = DFI/(R2*FI)

EPEKV = EPSTN+DLAMBDA*FI*SQRT(R2/R3)
SIGK = SIGKO+H*EPEKV

DSIGK = H*SQ2D3* (FI+DLAMBDA*DFI)
GFCIA = FI*FI/R2-SIGK*SIGK/R3
DGFCIE = FI*DFI-R2*SIGK*DSIGK/R3
DLAMBDA = DLAMBDA-GFCIA/DGFCIE
IF(GFCIA.GT.ALLOW) GOTO 210
IF(I.GT.50)write(*,100)

P(1,1) = R2/R3 P matica
P(1,2) = -R1/R3

P(1,3) = RO

P(2,1) = -R1/R3

P(2,2) = R2/R3

P(2,3) = RO

P(3,1) = RO

P(3,2) = RO

P(3,3) = R2

CALL INVERT(D,A) !Vypocet potrebnych invertovanych matic
DO 220 I = 1,3
DO 220 1 =1,3
D(I,3) = A(I,J])+DLAMBDA*P(I,])
220 CONTINUE
CALL INVERT(D,B)

DO 230 I =1,

DO 230 1 = 1,3

D(I,3) = RO

DO 230 K = 1,3

D(I,3) = D(I,3)+B(I,K)*A(K,I)
230 CONTINUE

DO 240 I = 1,3 !Vypocet napatia

SVECT(I) = RO

DO 240 J = 1,3

SVECT(I) = SVECT(I)+D(I,JI)*STRES(J)
240 CONTINUE

DO 250 I = 1,3

STRES(I) = SVECT(I)
250 CONTINUE
STRES(4) = RO
C Vypis vysledkov na obrazovku monitora

write(*,300)stres(1),stres(2),stres(3)
write(*,200)SIGK
STOP

END

SUBROUTINE MATICA(D)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION D(3,3)
DATA RO,R1,R2/0.0D0,1.0D0,2.0D0/
E = 2.0D5
POIS = 0.3D0
DO 10 ISTRE=1,3
DO 10 JSTRE=1,3
10 D(ISTRE, JSTRE)=R0



CONST=E/ (R1-POIS*POIS)
D(1,1)=CONST
D(2,2)=CONST
D(1,2)=CONST*POIS
D(2,1)=CONST*POIS
D(3,3)=(R1-POIS)*CONST/R2
RETURN

END

SUBROUTINE INVERT(A,B)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION A(3,3),B(3,3)

All = A(1,1)
Al2 = A(1,2)
Al3 = A(1,3)
A21 = A(2,1)
A22 = A(2,2)
A23 = A(2,3)
A31 = A(3,1)
A32 = A(3,2)
A33 = A(3,3)
Tl = A22*A33 - A32*A23
T2 = A23*%A31 - A21*A33
T3 = A21*A32 - A22%A31

DETER = A11*T1 + AL2*T2 + A13*T3
IF(DETER.EQ.0.0) stop
DENOM = 1./DETER

B(1,1) = T1*DENOM
B(2,1) = T2*DENOM
B(3,1) = T3*DENOM
B(1,2) = (-A12*A33 + A32*A13)*DENOM
B(2,2) = ( A11*A33 - A31*A13)*DENOM
B(3,2) = (-A11*A32 + A12*A31)*DENOM
B(1,3) = ( A12*A23 - A13%A22)*DENOM
B(2,3) = (-A11*A23 + A21*A13)*DENOM
B(3,3) = ( A11%A22 - A21*%A12)*DENOM
RETURN
END

Vysledky

Napatia SX, SY, SXY 265.99 45,77 103.92
Medza sklzu = 342.67
Stop - Program terminated.

Press any key to continue

8. Konzistentny tangencialny materialovy modul

Globalna tangencidlna matica tuhosti vypoctového modelu MKP sa tvori formou usporiadanej sumacie
tangencidlnych matic tuhosti prvkov [1]

K = J’BTDBdV
5 (59)

pricom pri materidlovo nelinearnej ulohe je matica D tzv. konzistentny tangencidlny materidlovy modul
prvku. Pojem konzistentny vyjadruje poZiadavku, aby jeho hodnota v kazdom iteracnom kroku bola
konzistentna s integracnou procedurou, ktorej vysledkom je vztah pre vypocet napatia 0, . Definicia

tangecidlneho materialového modulu je

D= aa.n+1 - aa.n+1

(60)
08, 06
Rovnost derivacii v (60) vyplyva z toho, Ze plati
test _
n+is - n+1_£g (61)

Konzistentna linearizacia lokalnych materidlovych matic prvkov vytvori globalni tangencidlnu maticu
tuhosti v takej forme, ktora zaruci kvadraticku konvergenciu globdlnej Newton-Raphsonovej iteracie ulohy v
zatazovacom kroku.



Pri odvodeni matice D vyjdeme z diferenciacie vztahu pre napatie (42)
do,., = dDeE,t,eff -dMDPg,,, —~MDPdag, (62)
a po podobnej Uprave ako v (43) dostavame
do,., =D(d€ ~dMPda, ;) (63)
Zostava este vyjadrit v (63) dAA z podmienky konzistencie.

Diferencovanie podmienky konzistencie (39) dava (pozn.: d(XTX) =2x"dx )

df, = 0,,Pd0,., ~2T,HdE},, =0 (64)
Zo (40) dostavame
2 A
dgl,, =dAa +§—a,f+lPdan+1 (65)
a

kde
— T I _2=
a=(0,.P0o,,) =30,
Dosadime (65) do (64)

_ 21
0,.,Pda,., —20,H(dMa S o .,Pdo,,)=0 (66)
a po dosadeni za a sa rovnica zjednodusi na
4 Ho?
ol ,Pdo,,, ———*dA =0 (67)
9 b
kde
b=1 —%HM
Teraz dosadime (63) do (67)
. . 4 Ho?}
ol ,,PDde® —-dA g, ,PDPg, , —ngle =0 (68)
a z toho hladany diferencial je
.
o ..PD
dAA = ntl deest (69)
4HD: ™

a-r77-+1Pf)Pa-n+1 + 5

VyuZitie tohto vztahu v (63) dava vysledny vztah pre prirastok napétia

do,,, =Dd&*; (70)
s konzistentnym tangencialnym modulom
N ;o - ;oA
D=D- DPo,,,0,,PD _ _D- Ds, .S, 4D _ (71)
4 Ho, 4 Ho,

T 3 T R~
a-n+1PDPa-n+1 +§ Sn+1DSn+1 5

b

Pokial teda v programe MKP na vypodet pruzne plastickej lohy telesa zatazeného rovinnou napatostou
vyuzZijeme prirastkovy vypocet napatia podla (42) aZ (45), na zarucenie kvadratickej konvergencie Newton-
Raphsonovej metdédy pri rieseni globdlnej sustavy nelinearnych rovnic rovnovahy uzlovych bodov je
potrebné pri vypocte tangencidlnych matic prvkov pouzivat materidlovy modul (71). Pouzitie klasického
tangencidlneho materialového modulu (elastoplastic continuum tangent operator [2])

9G*?
D . =D®-——— ss’
cont 5_[3(3G+H)

vedie k rapidnemu poklesu konvergencie a v sucasnosti sa v komerénych programoch MKP uz ani
nepouziva.

(72)



9. Urcenie konzistentného materialového modelu v jazyku FORTRAN

Podla vztahov predchadzajlcej ¢asti sme spracovali program MATMODUL2D na uréenie konzistentného
tangencidlneho materidlového modulu rovinnej napétosti s linedrnym izotropnym spevniovanim v jazyku
FORTRAN. V redlnom programe MKP vystupuje tato ¢ast ako podprogram volany pre kazdy integraény bod
z podprogramu, ktory pocita tangencidlnu maticu tuhosti prvku. Vstupné premenné do takéhoto
podprogramu prichadzaju ako parametre volacieho prikazu, my sme ich zadali priamo v casti vstupné
hodnoty. (Prevzali sme ich z prikladu 18.1 v [2].)

"PROGRAM MATMODULZD

B R ORORROROR R OROROOROROSOSOROSOSOROL

"'KONZISTENTNY MATERIALOVY MODUL VON MISES 2D

e e e v ¥ ¥ v ¥ v e ok

Qa0

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A H, o z)

DIMENSION

1 D(3,3),A(3,3),P(3,3),AVECT(3),BVECT(3),

3 STRES(3) B( 3)

DATA RO ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R9

1 /0.0D0 ,1.0DO ,2.0D0 ,3.0DO ,4.0D0 ,9.0D0/

C Vstupne hodnoty
E=2.0D5
H=2.0D5
POIS=R0O
DLAMBDA=6.6851D-4
STRES(1)=385.3D0
STRES(2)=197.9D0
STRES(3)=R0O
SIGEF=333.7D0
SIGK=333.7D0

BETA = R1-H*DLAMBDA/(R3*SIGEF)
Do 10 1=1,3
po 10 1=1,3
10 p(1,3)=R0O

C Vypocet elastickej matice De
CONST=E/ (R1-POIS*POIS)
D(1,1)=CONST
D(2,2)=CONST
D(1,2)=CONST*POIS
D(2,1)=CONST*POIS
D(3,3)=(R1-POIS)*CONST/R2

D(4,4)=R1

C vycislenie P-matice
P(1,1) = R2/R3
P(1,2) = -R1/R3
P(1,3) = RO
P(2,1) = -R1/R3
P(2,2) = R2/R3
P(2,3) = RO
P(3,1) = RO
P(3,2) = RO
P(3,3) = R2

C Vypocet rozsirenej D-matice
CALL INVERT(D,A)
DO 120 1=1,3
DO 120 3=1,3
B(I,J) = A(I,J])+DLAMBDA*P(I,J)
120 CONTINUE
CALL INVERT(B,A)
C Vypocet konzistentnej tangencialnej matice
DO 140 1=1,3
AVECT(I) = RO
DO 140 J=1,3
AVECT(I) = AVECT(I)+P(I,J)*STRES(J)
140 CONTINUE
DO 150 1=1,3
BVECT(I) = RO
Do 150 J=1,3
BVECT(I) = BVECT(I)+A(I,J)*AVECT(I)
150 CONTINUE
RMENOV = RO
DO 160 1=1,3
160 RMENOV = RMENOV+AVECT(I)*BVECT(I)
BETA = R1-R2*H*DLAMBDA/R3
H2 = R4*H*SIGK*SIGK/(RI*BETA)
RMENOV = RMENOV+H2
Do 170 1=1,3
DO 170 3=1,3
B(I,J) = BVECT(I)*BVECT(J)
170 CONTINUE
DO 180 1=1,3
DO 180 3=1,3
D(I,3) = A(T,3)-B(I,J)/RMENOV
180 CONTINUE
WRITE(*,11)
WRITE(*,12)D
11 FORMAT( ' D = ")



12 FORMAT(3f15.3)
STOP
END

Program vypisal tieto ¢leny konzistentného tangencidlneho modulu:

V tabulke 1 sme uviedli vysledky iteraénej procedury testovacieho programu, ktory ilustruje efektivnost
pouZitia tangencidlneho materidlového modulu konzistentného s integraénou proceddrou (treti stipec).
Fnorma predstavuje normu zvyskovych (nerovnovaznych) uzlovych sil vypoctového modelu a ite je Cislo
itera¢ného kroku. Prvé dva stipce v tabulke udavaji tieto hodnoty pri poutiti elastického materidlového
modulu a klasického modulu spojitej integracie. Pri iteracnej procedure sa vyZadovalo, aby Fnorma klesla

pod hodnotu 0,001.

Tabulka 1
Elasticky materialovy modul D, Modul spojitej integracie Dy | Konzistentny modul Dy,
ite=1 ite=1 ite=1
Fnorma = 81.9361 Fnorma =81.9361 Fnorma =81.9361
ite=2 ite=2 ite=2
Fnorma =45.0528 Fnorma = 18.1286 Fnorma = 4.06090
ite=3 ite=3 ite=3
Fnorma = 24.1507 Fnorma = 6.25226 Fnorma = .142896E-02
ite=4 ite=4 ite=4
Fnorma =12.7373 Fnorma =1.70708 Fnorma =.113480E-06
ite=5 ite=5
Fnorma = 6.64959 Fnorma =.430342
ite=6 ite=6
Fnorma = 3.44982 Fnorma =.104781
ite=7 ite=7
Fnorma = 1.78315 Fnorma = .250916E-01
ite=8 ite=8
Fnorma =.919702 Fnorma = .595902E-02
ite=9 ite=9
Fnorma =.473786 Fnorma = .140928E-02
ite =10 ite =10
Fnorma =.243908 Fnorma =.332571E-03
ite=11
Fnorma =.125520
ite =12
Fnorma = .645826E-01
ite=13
Fnorma =.332255E-01
ite=14
Fnorma =.170925E-01
ite =15
Fnorma = .879277E-02
ITERACIACISLO = 15
PREKROCIL SA LIMITNY POCET ITERACII
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