D 12 Numericka integracia konstitutivnych rovnic

1. Prirastkové rieSenie pruzne plastickej ulohy

Vo vseobecnosti su konstitutivne rovnice pruzne plastického materidlového modelu (v naSom pripade je
to von Misesov materialovy model s izotropnym speviiovanim) zavislé aj od zataZzovacej cesty (zatazovacej
histérie) prislusnej materidlovej ¢astice (materidlového bodu). To znameng, Ze ak chceme dostat realisticky
vysledok rieSenia pruzne plastickej tlohy pre vypocétovy model telesa, musime ho zatazovat ku konecnej
hodnote prirastkovym spbsobom a sledovat pruzne plastickd historiu kazdého bodu (v realite MKP kazdého
integracného bodu vsetkych prvkov vypoétového modelu telesa). Formalnou mierou zataZovania je

pseudocas t diskrétne narastajici v intervale <O, t_ .

celom intervale. Privlastok pseudo vyplyva z toho, Ze uvaZujeme stacionarnu (od Casu nezavisli) pruzne
plasticku ulohu. Je to vSak vhodna miera prirastkov aj z toho dovodu, Ze umozZnuje potom prirodzenym
spésobom prechod na nestacionarne Ulohy a beZne sa vyuZiva aj v programoch MKP. Je zrejmé, Ze

algoritmus, ktory vyjadri rieSenie v ¢ase t+At =t,,, pomocou hodndt véase t =t,, bude schopny riesit

> o hodnotu At, ktord nemusi byt konstantna v

Ulohu v celom uvaZzovacom zatazovacom intervale a dospeje k vysledku pre plnd hodnotu zatazenia.

Po standardnej geometrickej (prvkovej) diskretizacii (pozri napr.[1]) formulacia Ulohy znie potom takto:
Treba najst globdiny vektor posunuti uzlovych bodov U,,, v Case t,,, tak, aby bola splnena prirastkova
(maticova) rovnica rovnovahy

M(Ups) =frg —Q(U,.,) =0 (1)
kde je r(u,,,) je globélny vektor rezidualnych (nerovnovaznych) sil, q(u,,,) globélny vektor vnutornych

uzlovych sil a fneﬁ globdlny vektor vonkajsich uzlovych sil v ¢ase t,,; . Pre vektor vonkajsich sil v (1) sa vo
vypoctovych programoch MKP obycajne zavadza
t — t
(0= At @

kde A\,,, je ndsobok vonkajsich zataZeni diskrétne sa meniaci v intervale (0, 1) a £ je kone&na hodnota

globalneho vektora vonkajsich uzlovych sil. Takéto zataZovanie sa nazyva proporciondle alebo tiez radidlne
(evolucna cesta tenzora napatia zobrazena v suradnicovom systéme hlavnych napéti je rovnd usecka -
radiala).

Globalne vektory v (1) sa vytvorili usporiadanou sumaciou prvkovych vektorov (pozri napr. [1])

a=] B'6(a,,£(u,,,))dV 5
e 3

e _ T T

fe = IveN bn+1dV+Ist p,..dS )

V tychto rovniciach je vacSina veli¢in zndma zo zdkladov linedrnej MKP: N a B su transformaéné matice
posunuti a deformdcii vieobecného e-tého prvku (su linedrne, pretoze uvazujeme malé posunutia a malé
deformacie), b a p su vektory vonkajsich uzlovych sil prvku od objemového a plo3ného zataZenia. Na

rozdiel od linedrnej dlohy je vSak vo vypocte vnutornych uzlovych sil elementu (3) namiesto napatia O
prirastkovad konstitutivna funkcia @, ktord je funkciou deformacie &,,,v €ase t,,; a vnitornych premenych
a, vcase t. Je to vlastne algoritmicky zapis numerickej procedury, ktorej vysledkom je (aproximativna)
hodnota napatia

an+1 :&(£n+llan) (5)

potrebna do (3) na vypocet vektora vnutornych uzlovych sil prvku v ¢ase t,,; .

K formalnemu vztahu (5) sa patri povedat niekolko poznamok: Ak v bode telesa pri zatazovacom kroku
dochadza k plastickému teceniu vztah medzi napatim, deformaciou a vnutornymi premennymi je
nelinedrny a uréenie napétia na konci zataZzovacieho kroku podla (5) predstavuje interny (na materialovej



urovni kone¢ného prvku) numericky prirastkovy integraény proces, ktory treba odlisovat od globélneho
prirastkového riesenia ulohy. Konstitutivny vztah obsiahnuty v & je v danom prirastkovom kroku zavisly len
od &,,,, pretoZe druhy argument &, sa berie ako zndma kon$tanta z ¢asu t. Proces vypoltu @g,,; je

aproximacny, chyby vnesené na tejto Urovni sa uz nedaju opravit globalnou rovnovéaznou iteraciou a to je
dovod, preco sa algoritmom integracie konstitutivnych rovnic i analyze chyb tohto procesu venuje v teorii
MKP tolko pozornosti. Nelinarita konstitutivnych rovnic cez vnutorné uzlové sily prvku (3) vchadza do
globdlnej formulacie ulohy a spbsobuje, Ze globalne rovnice rovnovadhy (1) su nelinedrne, nie su
automaticky splnené ako pri linedrnej Ulohe, a treba ich riesit itera¢ne (najéastejsie Newton-Raphsonovou
metddou).

2. Numericka integracia metddou elasticky prediktor-plasticky korektor

Na numerickd integraciu nelinedrnych funkcii & a @ v inervale (t, t,,; ) moZno vyuzit mnoZstvo metod

(pozri napr. [Lit1l] a [2]). V programoch MKP sa najcastejSie vyuZziva metdda elasticky prediktor-plasticky
korektor. Princip tejto metdédy mozno zhrnut do dvoch postupnych a na seba nadvazujicich algoritmickych
krokov:

a) Testovaci elasticky krok (elasticky prediktor)
Najprv sa predpoklada, Ze v kroku <t,,t,,; > prirastok celkovej deformacie A€ v uvaiovanom bode
je elasticky (AA =0). Potom z prirastku celkovej deformdcie a zndmych hodnét z predchddzajiceho

zataZovacieho kroku mozno urcit skusobné hodnoty (vnitorné premenné @, urCujlce speviiovanie

materialu, sa pri elastickej deformacii nemenia)
e test

£ =& +Ae

test

oy
est _
T = Poee
nip+1 (6)
test _
an+1 - an
test
test _ al//
a'n+1 - pa_
a n+l

kde vyznam niektorych veli¢in sme uviedli v [D11]. Nasleduje kontrola testovacieho elastického stavu
pomocou podmienky plasticity. Ak plati

f = floya,arn) <0 (7)

, v % , ceg e t v , v/ . . . ;
znamena to, Ze skusobné napitie ,ffl vySetrovaného bodu leZi v elastickej oblasti, alebo sa prave

nachddza na ploche plasticity a moze byt akceptované ako vysledné napatie 0, ,,. Plati to aj pre
ostatné veli¢iny v (6). V opaénom pripade ma napatie plasticky nepripustni hodnotu a musi sa opravit
(ako aj dalsie testovacie hodnoty) pomocou algoritmu plastického korektora.

b) Plasticky korektor (algoritmus ndvratu na plochu plasticity)
Pre bod, ktory nesplia podmienku (7), t.j. pre ktory fteSt >0, je potrebné vykonat numerickd
integraciu vSetkych potrebnych nelinedrnych funkcii v intervale <t,,t,,; >. V algoritme plastického

korektora sa Casto vyuziva plne implicitnd spétnd Eulerova metéda (zndma zo zakladov numerického
rieSenia nelinearnych rovnic) v naSom pripade s rovnicami

— petest
£e+1 = §+is —OA(0,44,804)

n

(8)
an+1 = S:-Slt +AAh(0—n+1'an+l)

a s podmienkou, Ze napatie sa musi nachadzat na speviiovanim zmenenej ploche plasticity (obr.1)



f(an+1lan+1) = 0 (9)

Ak elastické vlastnosti materidlu su linedrne, mozno prvu rovnicu v (8) ekvivalentne nahradit rovnicou s
napatovymi ¢lenmi - takto upraveny algoritmus sa nazyva metddou projekcie na najblizsi bod (obr.1)

0, =0 —0AD:f (10)

n

Ako sme uZ uviedli, existuje mnoZstvo dalSich metdd a postupov ur€ovania napdtia 0,,,, i ked mnohé z
nich su v podstate len urcitou modifikaciou alebo rozsirenim uvedenej metddy.

test

elasticky prediktor
c5n+1

’/’b)roje cia na najbliz&i bod

plasticky korektor
Gy

elasticka oblast

Obr.1 Grafickd schéma metdd elasticky predictor-plasticky korektor a projekcie na najbiZsi bod

3. Numericka integracia nelinearnych rovnic von Misesovho materidloého modelu

Uvedeny algoritmus numerického riesenia nelinedrnych "pruzne plastickych" rovnic v integracnom bode
konecného prvku skonkretizujeme teraz pre von Misesov materidlovy model. Hladdme rieSenie pre

vieobecny zataZovaci krok z ¢asu t, do Casu t,,,, v ktorom ndm Standardna procedira MKP z prirastku

e —f>* doda pre integracny bod prirastok celkovej deformécie A€ a vietky zndme

Y - ext _
zatazenia Af™" =11
stavové veliciny ucené pre Cas t,. Potom skuSobné hodnoty elastickej deformacie, akumulovanej hodnoty
ekvivalentnej plastickej deformdacie a napatia su

test _
£ =& tAE
—=ptest _ =p
1~ &p (11)
est _ e . netest
n+l — D™: L

Napatie af,islt mozno ekvivalentne vyjadrit aj pomocou jeho deviatora a stredného napétia [D10]

test _ e test est —_ test est _ ~test est
Spa = 2Ged n+l 7 mn+l — K vn+l - n+1 — Spi + mn+1I (12)

kde G je modul pruznosti v Smyku, K je objemovy modul materialu, 82 je deviatoricka Cast tenzora pruznej

deformacie, é‘f = tr‘é‘e‘ je objemova pruind deformdcia. Za skusobnud hodnotu medze sklzu sa jednoducho
zoberie jej hodnota na konci predchadzajuceho kroku

—test

kns1 = Oc(&)) =0, (13)

Nasleduje kontrola ¢i skisobnd elasticka napatost lezi vo vnutri alebo prave na hranici pruznej oblasti
skusobnej plochy plasticity

Ak je tato podmienka splnend, potom zataZovaci krok v tomto bode vyvolal len pruiné deformacie a
skusobné hodnoty predstavuju vysledné hodnoty pre ¢as t,,,



—_ est
£n+1 ~ Cn+1
p— est
an+1 — Yn+t1 (15)
—=p —_ zptest _—=p
€1 “épn T &
— — =test _ —
Okn+1 = oinﬂ =0y
Ak podmienka (14) nie je splnend, potom v zataZzovacom kroku v integrachom bode prvku dochadza k
pruzne plastickej deformacii a vysledné hodnoty e,’,’ﬂ,e,‘jﬂ a AA pre &as t,,, treba urdit z nelinearnych

rovnic plastického korektora (8)
N s

e =€+

n+1|| (16)

kde
S = Sn+1( +1) - ZGC/EV[ +1] (17)

pri zaruceni podmienky plasticity [D11]

041~ Or(€741) =0 - \/%Snﬂ 1S 41 ~ Op(€04) =0 (18)

Po vyrie$eni tejto sustavy rovnic sa tenzor plastickej deformécie upravuje uz so zndmymi hodnotami A4 a
S,+; podla vztahu

& =& +Ae° +A)lf (19)

Topal
a pre napatie plati

an+1 = Sn+1 + Um n+1I (20)

Systém nelinedrnych rovnic (16) mozno pre von Misesov materidlovy model vyrazne zjednodusit. Pri
nelinedrnom speviiovani mozno ho zredukovat na jedind nelinedrnu rovnicu s jedinou nezndmou AA a pri
linedrnom speviiovani moino hladané hodnoty v case t,,; dokonca urcit priamo z hodnét skuSobného

elastického kroku. Ako sme uz uviedli v D11 von Misesov vektor plastického tecenia
of S
L=z (21)
a s

je Cisto deviatoricky, objemova zlozka g,,,, sa v (20) pri algoritme nemeni

Oyna1 = O (22)

m mn+1

a treba urcit len deviator napétia, pre ktory podla Eulerovej metddy analogicky s (10) plati

S, TSI~ AID? 1, =81 ~AA2GE, ,, =551 ~A2G, 320 s (23)

n+l ”
a po Uprave

AA2GU gtest
El \/7||sn+1||55n+1 Spn

PretoZe vyraz v zatvorke je skalar, obe deviatorické napétia su kolinearne

test
Sn+1 — Sn+1

|| test
[snuall s

n+l
a ked'to vyuzijeme v (23) dostaneme jednoduchy vztah pre vypocet deviatora napatia v ¢ase t,,,




O
_ 2G test _ O 3G test _ |, test
Sy = él_ \/g‘ test Aﬂ’Ds"ejl - El —test Aﬂ’Esne’rsl ksne’fl

n+1

(24)
kde

o.test test ‘S test
n+l n+1 n+l

Z (24) vyplyva, Ze deviatorické napéatie S,,; dostaneme na zmenenu kruZnicu plasticity (v deviatorickej T¢

t
rovine) jednoduchym vynasobenim napétia Snefl ¢islom k < 0. Hovorime potom o radidlnom névrate

napatového bodu na novu plochu plasticity (obr. 2).
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Obr. 2 Grafické zndzornenie radidlneho ndvratu skusobného napdtia na von Misesovu plochu plasticity

Zostava u? len urit rovnicu pre jedini nezndmu AA z von Misesovej podmienky plasticity (18), do ktorej
ked dosadime (24) a (16), dostaneme

f(AA) =T -3GAA -G, ,,(E° +AA) =0 (25)

Rovnica je pri nelinedrnom spevfiovani nelinedrna a AA sa z nej uréuje Newton-Raphsonovou metédou. So

znamym plastickym nasobkom potom uZ moino S,,; urcit z (24) a dalSie hfadané hodnoty pre ¢as t,,; z

rovnic
_ t
an+1 - Sn afnesnﬂ
s test
vn+l
n+1 _[De] : n+1_ ch-;l + 3 I
(26)
e =€ +AA

n+1 = £p +AA\[
Torul

Pri linedrnom izotropnom speviovani, t.j. pri bilinedrnej aproximacii jednoosovej krivky materialu [D10],
plati [D11]

O, =0, +HE? (27)

kde O, je zaliatoCnd medza sklzu nedeformovaného materidlu a H je konStantny speviiovaci modul. V

takomto pripade sa rovnica (25) sa zmeni na

FIAA) =T -3GAA— 0, +H(E +AA) =0 (28)

z ktorej dostaneme plasticky ndsobok priamo bez potreby Newton-Raphsonovej iteracie
G- _ 5 - (0, +HeED)

" 3G+H 3G+H 3G+H

(29)



Priklad 1

Pre vSeobecny nezataZeny bod telesa je dané: £ = 200000 MPa, E, = 2000 MPa, g, = 200 MPa, U = 0.
Metddou radidlneho navratu treba urcit vyslednd napatost, ked v prvom zatazovacom kroku vzrastie jeho
deformdcia o hlavné zlozky & =0,002, & =0,001, & =-0,002. Uvazuje sa von Misesov materidlovy model

s linedrnym izotropnym speviovanim.
Riesenie
Ulohu budeme riedit v maticovom zapise. PretoZe v bode pdsobia len tri hlavné zloiky deformécie a

napatia, zredukujeme vektory napétia a deformdcie na tento rozmer a maticu elastickych materialovych
konstant na

Skusobné napéatie potom je

o, =[0,[=D°Ae=200000[1 O OLT]0,002 = []400 MPa [

0 M, qnq O O C
.0 0 1 070,001 H200MPa

®.0 ® 0 1F30,002F [F400MPaf

s ekvivalentnym napatim

—test _ —_
ot = \/of +03+0; —(0102 +0,0, + 020'3) =721,11MPa
a hodnotou zatazovacej funkcie v tomto napatovom bode

ftiit - a-ffflt -0, =521,11MPa>0

n

z ¢oho vyplyva, Ze bod sa dostal za plochu plasticity a napatie treba urdit radialnym navratom na zmenenu
plochu plasticity.

Stredné (hydrostatické) napatie skiSobného napatia je
0t =(0g, +0,+0,)/3=66,67 MPa
a deviatorické napatie
sl = %71 -0,,L=333,33MPa

©, -0, 0 5133,33 MPa E

O U 3466,67 MPa
WS - Gm O E_ ’ E
Plasticky nasobok (v prvom kroku je totoZny s ekvivalentnou plastickou deformaciou) podla (29) je
test test
A= Jon fre1 =0,0017254
3G+H 5 E | EE
2(1 + :u) E-E,

Hodnoty zloZiek deviatorického napatia podla (24)

(194,06 MPa [J

5 _36 0 0
S, = El Stes Mgsffj{ =0,28219s,7; = 7 37,62MPa

O H-131,69 MPaH




umoznuju uz urcit vyslednd napatost
v =0, (Fs +0, 1= [160,73MPal
O

Frr] dg gos2emea

by RH B6502MPaf

3n+1[]

Nova hodnota (naslednej) medze sklzu teraz je
Oy = Oy T HE, = 0, + HAA =203,49 MPa

Nova hodnota ekvivalentného von Misesovho napatia

=203,49 MPa

n+1

O = 3 n+l - Sp+ \/0'2"' (0102+0103+0203)

Kontrola hodnoty zatazovacej funkcie (kontrola ndvratu napatia na zmenenu plochu plasticity)

foir = Opiq = Oppyq =203,49-203,49=0

Priklad 2

Priklad 1 rieste pomocou programu ANSYS

Riesenie

Ulohu vyried§ime pomocou jediného priestorového pruzne plastického koneéného prvku tvaru kocky s
jednotkovymi stranami. Hlavné pomerné deformdcie zadame ako posunutia v smere hran prvku s

rovnakymi hodnotami ako su tieto deformacie. Na jednotkovych dizkach prvku tak vyvoldme udané
deformacie a dostaneme hladanu napatost.

Ulohu sme v interaktivnom méde programu zadali a vypo¢itali tymto postupom:

1. Zadanie nazvu ulohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = Priklad D12-2, OK;

2. Zadanie typu prvku pre ulohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add... Solid Brick 20 node, 186, OK, Close;

3. Materialové udaje
Linedrne:
Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX = 2e5, PRXY = 0.0,
OK;
Nelinedrne:
Nonlinear, Inelastic, Rate Independent, Isotropic Hardening Plasticity, Mises Plasticity, Bilinear, Yield
Stress = 200, Tang Mod = 2000, OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie jednotkove] kocky
Preprocessor>Modeling>Create>Volumes>Block>By Dimensions..., X2 =1,Y2=1,72 =1, OK;
Kliknite ikonu priestorového pohladu na kocku (Oblique View)




5. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Mesh Tool: Size Controls: Global, Set, SIZE = 1, OK, Shape = HEX, Mesh, Pick All;

6. Upevnenie modelu a zadanie posunuti
Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>0n Areas,

1 (Kliknite:) Lava stenu elementu, OK, Lab2 = UX, Apply,
1 Spodnu stenu elementu, OK, Lab2 = UY, Apply,
1 Zadnu stenu elementu, OK, Lab2 = UZ, Apply,
1 Pravu stenu elementu, OK, Lab2 = UX, Value = 0.002, Apply,
1 Hornu stenu elementu, OK, Lab2 = UY, Value = 0.001, Apply,
1 Prednu stenu elementu, OK, Lab2 = UZ, Value = - 0.002, OK;

7. Riadiace udaje nelinedrneho rieSenia a vypocet
Main Menu>Solution>Analysis Type>Sol’n Controls...Time at end of loadstep = 1, Number of subst. = 1,
OK;
Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

8. Vypis zloZiek napatia prvkov
Main Menu>General Postproc>List Results> Nodal Solution..., Stress, 1st Principal stress, OK;

PRI NT S NCDAL SOLUTI ON PER NODE

NCDAL RESULTS ARE FOR MATERI AL 1

NODE S1 S2 S3 SI NT SEQV
1 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 2083. 49

2 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 2083. 49

4 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 2083. 49

6 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 203. 49

9 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 203. 49

10 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 203. 49
12 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 203. 49
14 160. 73 104. 29 -65. 019 225.75 203. 49

9. Vypis stredného normalového napétia (HPRE) a ekvivalentnej plastickej deformacie (EPEQ)
Main Menu>General Postproc>List Results> Element Solution..., Stress, Plastic equivalent stress, OK;

PRI NT NL ELEMENT SOLUTI ON PER ELEMENT

ELEMENT= 1 SOLI D186
NODE SEPL SRAT HPRE EPEQ CREQ PLWK
2 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 17254E-02 0. 0000 0. 34809
6 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 17254E-02 0. 0000 0. 34809
4 0. 0000 1. 0000 66. 667 0.17254E-02 0.0000 0. 34809
1 0. 0000 1. 0000 66. 667 0.17254E-02 0.0000 0. 34809
9 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 17254E-02 0.0000 0. 34809
10 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 17254E-02 0. 0000 0. 34809
12 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 17254E-02 0. 0000 0. 34809
14 0. 0000 1. 0000 66. 667 0.17254E-02 0. 0000 0. 34809

10. Ukoncenie prace s uloZzenim databazy ulohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Vypocitané vysledky suhlasia s analytickym riesenim (Priklad 1).

Elegantna metdda radidlneho navratu plati len pre von Misesovu zatazovaciu funkciu a spolu s ostatnymi
univerzidlnymi metédami pre ulohy, kde vsetky normalové zlozky napéatia su volné premenné, t.j. pre
vseobecnu priestorovi napéatost, rovinnt deformaciu a rotacne symetrickd Glohu. Délezity pripad pruzne
plasticke]j ulohy pre rovinnu napdtost, kedy jedna z troch normdlovych zloZiek napatia sa rovna nule, treba
rieSit pomocou Specidlnej procedury vytvorenej pre tento stav napatosti.



Nelinearne spevriovanie predstavuje v uvedenej procedure len pomerne malu komplikaciu, pretoze
uréenie AA z nelinedrnej rovnice (25) pomocou Newton-Raphsonovej metddy je jednoduché. Ukazeme si
to na rieseni Ulohy s materialom, ktorého spevriovaciu krivku mozno aproximovat pomocou Voceho vztahu
(pozri napr. manual ANSYSu)

0, =0, +ae’ +b(1—-e*) (30)

kde a, b, c si materiadlové konStanty a g, je zaliatocnad medza sklzu materidlu. Ak zvolime g, =200 MPa,

a = 500 MPa, b = 30 MPa a ¢ = 1000, potom jednoosova nelinedrna spevnovacia krivka materidlu a
nelinedrny jednoosovy materialovy modul majd tvar znazorneny v obr. 3. Do grafov sme zakreslili aj

linedrny priebeh 0, = HEPs konstantnou hodnotou H =2020,2 MPa , ¢o zodpovedd hodnotam
E =200000 MPa a E; =2000 MPa z prikladov 1 a 2 a mbZe to byt povaZované za linedrnu aproximaciu

spevnovace] krivky. Tieto priklady totiz teraz zopakujeme s nelinedrnymi hodnotami z obr. 3 a budeme
mact porovnat rozdiel vo vyslednej napéatosti.

Sigk = 200; Emod = 200 000; Hlin = 2020.2;

SigPlast = 200 + 500 * EpsPlast + 30 * (1 - Exp[-1000 « EpsPlast]);

SigLin = Sigk + Hlin x EpsPlast;

Hmod = D[SigPlast, EpsPlast];

gl = Plot [SigPlast, {EpsPlast, 0, 0.02}, PlotRange -» {{0, .02}, {140, 240}},
PlotStyle » {Thickness[0.006]}];

g2 = Plot [SigLin, {EpsPlast, 0, 0.02},
PlotStyle —» {Dashed}];

Show[{gl, g2}, Frame -> True, GridLines -> Automatic]

Plot [Hmod, {EpsPlast, 0, 0.005}, Frame -> True,

GridLines -> Automatic, PlotStyle » {Thickness[0.006]}]
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Obr.3 Nelinedrna spevnovacia krivka, nelinedrny plasticky modul a ich linedrne aproximdcie

Priklad 3

Pre vieobecny nezataZeny bod telesa je dané: £ = 200000 MPa, g, = 200 MPa, [l = 0. Metédou elasticky
prediktor-plasticky korektor treba urcit vyslednd napatost, ked v prvom zatazovacom kroku vzrastie jeho
deformadcia o hlavné zlozky & =0,002, & =0,001, & =-0,002. UvaZuje sa von Misesov materidlovy model

s nelinedarnym izotropnym spevriovanim. Po dosiahnuti zaliatoCnej medze sklzu O, sa medza sklzu v
zavislosti od ekvivalentnej plastickej deforméacie €° spevriuje podla vztahu (obr. 3)
T, =200 +500&" +30(1 — 0"
Riesenie
Ulohu budeme riedit v maticovom zapise. PretoZe v bode pdsobia len tri hlavné zloiky deformécie a

napatia, zredukujeme vektory napétia a deformdcie na tento rozmer a maticu elastickych materialovych
konstant na



u o
b0

po 1-uf
SkuSobné napéatie potom je

o = [0, =D°Ae=200000[1 O O[T]0,002 = 1400 MPa [
0

M nq O O C
B 0 1 0-0,001 3 [200MPa -

o, B 0 1H+50,002H H400MPaE

s ekvivalentnym napatim

g = \/of +03+0; - (0102 +0,0, + 0203) =721,11MPa
a hodnotou zataZovacej funkcie v tomto napatovom bode

ftiit — aﬁeflt -0, =521,11 MPa>0

n

z ¢oho vyplyva, Ze bod sa dostal za plochu plasticity a napatie treba urcit navratom na zmenenu plochu
plasticity pomocou plastického korektora.

Stredné napétie skusobného napatia je

ot = (0, + 0, +0,)/3=66,67 MPa

a deviatorické skusobné napétie
siel = %’1 _G"’Elz 8333'33 MPa E
6, -0, [ D133,33 MPa C

O O
S, -0 466,67 MPaE

Plasticky nasobok (v prvom kroku je totozny s ekvivalentnou plastickou deformaciou AA =€”) uréime z
nelinedrnej rovnice (25) pomocou Newton-Raphsonovej metddy (metddu a pouzity program sme vysvetlili
v [2])

NR [SigEkvTest_, LambdaZac_, imax_, TolDov_] :=
Module[{},
R[Lambda_] = -300 000 * Lambda - 200 - 500 * Lambda - 30 (1 - Exp[-1000 * Lambda]) + SigEkvTest ;

i=0;
Lambda0 = LambdaZac;
Print[" Lambda0 = ", Lambda0O, ", RO = ", R[Lambda0]]:;

Lambdal = Lambdao ;
While[i < imax && TolDov < Abs[R[Lambdal]],
Lambda0 = Lambdal;
Lambdal = Lambda0 - R[Lambda0] / R’ [Lambdal] ;
i=1+1;
Print[" i = ", i, ", Lambda (i) = ", PaddedForm[Lambdal, {7, 7}],
", R(i1) = ", PaddedForm [R[Lambdal], {4, 2}]1]:
171

NR[721.11, 0, 7, 0.0000017];

Lambda0 = 0, RO = 521.11

i=1, Lambda (i) = 0.0015767, R(i) = 23.50

i = 2, Lambda(i) = 0.0016534, R(i) 0.02

i =3, Lambda(i) = 0.0016534, R(i) 9.64x107°



Program vypotital AA = 0,0016534 a z toho &),, =€/ +AA =0+AA =AA=0,0016534 a dalsi postup je
uz opét rovnaky ako v Priklade 1. Zlozky deviatorického napéatia su
[J104,05MPa [

Spn T H " e M%SZ"’EI =0,312144 7 = 7 41,62MPa
e B-145,67 MPafE

a umoznuja uz urdit vyslednd napatost
0, =0, =8 +0 1= [170,71MPal
1l

Frr] dg gos2smpa

5, AE 579,00 MPaF

Nova hodnota (naslednej) medze sklzu teraz je
T, sy =200 +500E7,, +30(1 — 9% ) = 225,08 MPa

Nova hodnota ekvivalentného von Misesovho napitia

= _ [3 } — _
Un+1—\/55n+1-sn+1—\/0'12+0§+0'32 (0'10'2"'0'10'3"'0203)

Kontrola hodnoty zatazovacej funkcie (kontrola ndvratu napatia na zmenenu plochu plasticity)

fory =0,uy — Oy ,sy =225,08—225,08=0

=225,08 MPa

n+1

Priklad 4
Predchddzajuci priklad rieSte pomocou programu ANSYS
Riesenie
Ulohu vyriedime pomocou jediného priestorového pruine plastického koneéného prvku tvaru kocky s
jednotkovymi stranami. Hlavné pomerné deformdcie zadame ako posunutia v smere hran prvku s

rovnakymi hodnotami ako su tieto deformacie. Na jednotkovych dizkach prvku tak vyvoldme udané
deformaécie a dostaneme hladanu napétost.

Uloha sa v interaktivnom mdde programu zadava a poéita rovhakym postupom ako v Priklade 2, treba
vsak zadat nelinearnu spevriovaciu krivku. Jedind zmena je takto v prikazoch pod ¢. 3, ktoré treba zadat
takto:

3. Materialové udaje
Linedrne:
Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX = 2e5, PRXY = 0.0,
Nelinedrne:
Nonlinear, Inelastic, Rate Independent, Isotropic Hardening Plasticity, Mises Plasticity, Nonlinear, Sig0 =
200, RO =500, Rinf =30, b = 1000, OK, Material, Exit;

V krokoch 8 a 9 dostaneme vysledky, ktoré suhlasia s analytickym riesenim (Priklad 3).

8. Vypis zloZiek napatia prvkov
Main Menu>General Postproc>List Results> Nodal Solution..., Stress, 1st Principal stress, OK;

NODAL RESULTS ARE FOR MATERI AL 1

NCDE S1 S2 S3 SINT SEQV
1 170. 71 108. 28 -78.997 249.71 225. 08
2 170. 71 108. 28 -78.997 249.71 225. 08
4 170.71 108. 28 -78.997 249.71 225.08
6 170.71 108. 28 -78.997 249.71 225.08
9 170. 71 108. 28 -78.997 249.71 225. 08



10 170. 71 108. 28 -78.997 249.71 225. 08
12 170. 71 108. 28 -78.997 249.71 225. 08
14 170. 71 108. 28 -78.997 249.71 225. 08

9. Vypis stredného normalového napétia (HPRE) a ekvivalentnej plastickej deformacie (EPEQ)
Main Menu>General Postproc>List Results> Element Solution..., Stress, Plastic equivalent stress, OK;

PRI NT NL ELEMENT SOLUTI ON PER ELEMENT

ELEMENT= 1 SOLI D186
NODE SEPL SRAT HPRE EPEQ CREQ PLWK
2 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
6 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
4 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
1 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
9 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
10 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
12 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0. 0000 0. 35142
14 0. 0000 1. 0000 66. 667 0. 16534E-02 0.0000 0. 35142

V programoch MKP sa na analyzu pruzne plastickych uloh s nelinedarnou speviiovacou krivkou materialu
¢asto pouZziva aj multilinedrna aproximdcia tejto krivky (pozri napr. manual programu ANSYS, HYPLAS ai.). V
takomto pripade je na vypocet AA tieZ potrebnd Newton-Raphsonova iteracia, pretoZe zatazovaci krok
mozZe byt dostatocne velky na to, aby v sebe zahrrioval prechod cez viaceré multilinedrne Useky
spevnovacej Ciary so skokovou zmenou plastického modulu H.
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