D11. Von Misesov materialovy model s izotropnym speviiovanim

Kritérium plasticity

Podla hypotézy von Misesa zaciatok plastickej deformdcie signalizuje situacia, kedy druhy (kvadraticky)
invariant deviatora napatia J, dosiahne kriticki hodnotu, alebo, inak povedané, ked jeho odmocnina dosiahne

Jh =K (1)

hodnotu kritického napatia K

Potom kritérium plasticity bude mat tvar

flo.K)=[}, k=0 (2)
Aby kritérium platilo aj pre jednoosovi napatost musi byt splnend podmienka [D10]
ol-,=0 - |oj=7 3)

a pretoZe pri jednoosovej napdtosti je J, = %02 a teda \/Z =%5k, podla (2) pre K plati
_ Ok
3

¢o je vlastne medza sklzu materidlu v Smyku podla tejto podmienky. S pouZitim vSeobecného vztahu pre J, [D10]

J,=\1s:s

dostdvame potom podla (2) von Misesovu podmienku plasticity v tvare

flo,0,)=\3s:s-0,=0-0,=0 (4)

Clen s odmocninou vtomto vztahu sa nazyva von Misesovo ekvivalentné napétie O. Jeho nazov hovori, Ze
viaczlozkové napatie O, ktorého devidtor je S, mozno podla von Misesovej hypotézy ekvivalentne nahradit
jednoosovym napatim O a takto jeho Uéinok porovndvat s jednoosovymi charakteristikami materidlu. Mozno sa
stretnut aj s ndzvom redukované, resp. porovndvacie von Misesovo napéatie. Aktualna medza sklzu v (4) vystupuje
ako skalarna vnutornd premennd riadiaca proces speviovania materidlu. Po vyjadreni ekvivalentného von
Misesovho napatia pomocou zlozZiek napatia dostavame
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alebo, pomocou hlavnych napati

5:\/1 (o1 _02)2 +(ay _03)2 +(a, _03)2 =\/0f t0,+03-0,0,-0,0,- 0,0, (6)

Fyzikdlne sa von Misesova podmienka plasticity vysvetluje dvomi spésobmi. Hencky (v r. 1924) ukazal, Ze tu istu
podmienku dostaneme z porovnania energie Smykovych zloZiek napéatia (energie sposobujlcej len zmenu tvaru)
priestorovej a jednoosovej napatosti. Nadaj (v r. 1937) zaviedol tzv. oktaedrické napatia (napatia pésobiace na
stendch pravidelného elementdrneho osemstena — oktaédra, ktorého steny su rovnako sklonené vzhladom na
smery hlavnych napati) a nakolko pre Smykové oktaedrické napatie plati

interpretoval von Misesovu podmienku tak, Ze plastickd deformacia zacina vtedy, ked Smykové oktaedrické
napatie dosiahne kriticki hodnotu.

Von Misesova podmienka vystihuje experimentalne zisteny jav, Ze plastickd deformdacia kovov skoro vébec nie
je zavisla od hydrostatického (viestranného) tlaku. PretoZe viestranny tlak 0, =0, = 0; = —p nevyvold Ziadne

Smykové napatia (nevyvola zmenu pravych uhlov elementu), z Henckyho zistenia vyplyva, Ze neovplyvni ani von
Misesovu podmienku plasticity. Lahko sa mdZeme presvedCit, Ze pri zmene normalovych zloZiek napétia



o rovnakud hodnotu, sa J, nezmeni. Pravda tato vlastnost tohoto invariantu, a teda i von Misesovej podmienky, je
uz menej vitana pri vsestrannom tahu. Moznost vyskytu , ¢istého” vSestranného priestorového tahu je vsak v praxi
malo pravdepodobna.

Pre grafické znazornenie von Misesovej podmienky plasticity je vyhodny systém cylindrickych suradnic (r, @,

z). Tieto suradnice symetrického tenzora { moino zaviest v trojrozmernom priestore jeho hlavnych hodnot
t,, t,, t;. Vtomto priestore sa cylindrické suradnice definuju takto (obr. 1): Osou z systému je priamka odklonena

o rovnaky uhol od pravouhlych osi, t;, t,, t;, to znamena, Ze pre tieto body plati t; =t, =t;. Na tejto osi
meriame vzdialenost z, .V rovine kolmej k osi z meriame polomer r, ako aj uhol @, od roviny prechddzajlcej cez

0s z a suradnicovu os t; .

s

Obr. 1 Cylindrické suradnice tenzora t

Cylindrické suradnice tenzora t v priestore jeho hlavnych hodnét su jeho invarianty a ich hodnoty su [Lit1]

2, =13 (t, +t, ;)

r =‘/2/3\/t12+t22+t§—t1t2—t2t3—t3t1 (7)
t, -t
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Podmienku (4) spifia v priestore hlavnych napiti 0,,0,,05, mnoZina napdatovych bodov leZiacich na

kvadratickej ploche. Pri ich zndzorneni je vyhodny uvedeny valcovy stradnicovy systém. Z porovnania vztahu (6) a
(7) vyplyva, Ze von Misesovu podmienku spifiajd len body, ktoré lezia na pldsti valca s polomerom

—_ 2
r, =2 5 (8)
Os valca je totozna alebo rovnobezna (pri kinematickom speviiovani) s osou cylindrického systému, odklonenej o
rovnaky uhol od pravouhlych sdradnicovych osi 0;,0,,0; (nazyvand tieZ hydrostatickou osou, alebo
priestorovou diagonalou - obr. 2), na ktorej g, = 0, = 0;. Rovina kolma na os valca prechadzajica cez zaciatok

suradnicového systému sa nazyva TT-rovina.

Vsetky stavy napatia vo vnutri valca su pruzné stavy. Body na plasti predstavuju kritické stavy - na hranici
pruznej a plastickej deformdcie; kazdd dalSia zmena napatosti, ktord by smerovala von z valca, vyvold plastické
deformacie. Nekone¢nd dizka valca je désledkom nezavislosti von Misesovho kritéria na vestrannom tlaku
a tahu: Bod takejto napatosti sa nachadza vzdy na osi valca a neméze dosiahnut kriticki hodnotu.

Pre rovinnu napatost (g; =0) zo (6) dostdvame
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Obr. 2 Grafické zobrazenie von Misesovej podmienky plasticity

Obrazom tejto podmienky je v suradnicovom systéme 0,,0, elipsa (obr. 3), ktorej hlavna os je natocena o 45° od
osi 0, . Je to rez rovinou g; =0 cez valcovy plast na obr. 2.

Obr. 3 Von Misesovo kritérium plasticity pri rovinnej napdtosti

Niekedy je vyhodné pracovat s podmienkou plasticity v siradnicovom systéme hlavnych deviatorickych napati
S;,S,,5; . Pre hlavné deviatorické napétia plati

g, t+0o, +o.
— ) _G T, 70,
s =0,-0,; g, = -

a lahko sa mozno pomocou (6) a (4) presveddit, Ze von Misesova podmienka vyjadrena pomocou tychto hodnot
ma tvar
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\/51 +5, +53 =55, =5,5; =835, =0 (9)

Ked porovname tento vztah so (7), vidime, e napétia spifiajice von Misesovu podmienku maju v siradnicovom
systéme s,,s,,S; takisto polomer
— [2 A
ry = \/; UK

ale vietky lezia na kruznici v deviatorickej rovine (tzv. Tt-rovine, obr. 2), pretoze podla (7) vzdialenost

zZ, =\/%(51+52+s3) (10)

pre vietky stavy napdtia je rovna nule, pretoze s; +s, +5; =0.

Von Misesovo kritérium plasticity (spolu s dalSimi klasickymi podmienkami: Tresca, Drucker-Prager, Mohr-
Coulomb - pozri napr. [2]) sa vyznacuje vlastnostou izotropie, t.j. vyhovuje podmienke

flo)= f(RoR") (11)

kde R je tenzor rotacie. Podmienka sa teda nemeni pri rotacii napatosti (rotdcii suradnicového systému) a
vyhovuje pre izotropné (hlavne kovové) materidly.



Zdkon plastického tecenia

Urcenie podmienky pre zaciatok plastickej deformacie materidlu je len prvy krok rieSenia pruzne-plastickej
Ulohy. Je potrebné odpovedat na dalSie zasadné otazky: Ak vbode telesa vseobecnd napatost dosiahne
podmienku plasticity a nadalej narasta, aké velké budu a aky budd mat smer zlozky prirastku tenzora plastickej

deformacie deP =€Pdt? Pretoie v bode skoncila linedrna zavislost medzi zlozkami deformécie a napatia, ako
teraz uréime prirastky zloZiek napatia?

Na prvu otazku odpovedd zdkon plastického teCenia materidlu a na druhu konstitutivne (fyzikdlne) rovnice, ¢o
su vlastne prirastkové vztahy medzi zlozkami celkovej deformécie a zlozkami napé&tia v uvazovanom bode pre
prislusny materialovy model. Konstitutivne rovnice musia dostatotne presne zohladrnovat fyzikdlne vlastnosti
materidlu: Jeho vlastnosti v pruznom a pruzne plastickom stave, jeho speviiovanie, vyvoj a pripadnd zmenu
podmienky plasticity a i.

Zakon plastického tecenia je v podstate zovSeobecnenie toto zakona pre jednoosové zatazovanie [D11]
a vyjadruje prirastok plastickej deformacie v situacii, kedy napatost v bode telesa splnila kritérium plasticity a
zatazenie dalej narasta. Experimentdlne merania potvrdzuju, Ze pre kovové materidly ma vektor diferencialneho
prirastku plastickej deformacie smer normdly k ploche plasticity (pravidlo normality) uréenej gradientom jej
funkcie. Potom plati
=i - s (12)
oo
Ak vtomto vztahu vyuZijeme von Misesovu funkciu plasticity (4) dostaneme zdkon plastického tecenia v tvare
(o platnosti vysledného tvaru sa mozno presvedcit rozpisanim (4) az po zlozky O a precvicenim si derivovania
zloZenej funkcie podla jednotlivych zloZiek napatia)
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Je to vlastne v pseudorychlostnom tvare tenzorovy zdpis Prandtl-Reussovych rovnic

dey _de _de _dyy, _dyy, _dyh
S S S 2r,, 21, 27,

X y z

=dA, (14)

V tejto suvislosti upozoriiujeme na to, Ze ak v (13) uplatnime modifikovany ale ekvivalentny tvar von Misesovej
podmienky plasticity (4), napr.

fy=3s:s-0; =0 (15)

dostaneme
& = (16)
Zatial neznama hodnota skalaru /10 v tomto pripade "absorbovala" konstantu 3/(20,). Po uréeni tychto

konstant Umernosti, bude samozrejme v oboch pripadoch vztah medzi zlozkami napéatia a zlozkami plastickej
deformacie rovnaky.

Spevriovanie materidlu

O tom, Ze sa kovovy materidl spevniuje, ak ho podrobime plastickej deformdcii, nds presviedfa prax a
potvrdzuju to experimenty, napr. tahova skiska materidlu. Tahovou skugkou, pri ktorej sa vzorka materidlu

zataZuje za medzu sklzu, mozno urcit zaciatocni medzu sklzu materidlu 0, , a jednoosovy tangencidlny modul

ET(é‘p) ako zakladné jednoosové charakteristiky, potrebné pre vypoctovu aproximaciu (simuldciu) speviiovania
pri véeobecnom zatazovani.

Pri niektorych ulohach sa vyuziva aj model idedlne plastického materidlu bez spevnenia s konstantnou medzou
sklzu g, v podmienke plasticity. Tento predpoklad je tiez zndmy z vypoctov na medzny stav a uplatfiuje sa aj v tzv.
koeficientoch bezpecnosti pri jednoduchych pevnostnych vypoctoch podla technickych noriem. V takomto
pripade sa plastické moduly E;a H [D10] rovnaju nule a konstantna medza sklzu ma za nasledok nemennu plochu

plasticity pri akychkolvek deformacnych procesoch. Pokial napéatie dosiahne medzu sklzu a dalej narast3,
neobmedzenej deformacii zabrariuje len tuhost okolitého materialu alebo tuhost okolitych ¢asti konstrukcie.



Jednoduchud formu simuldcie speviiovania materidlu Gcinkom plastickej deformacie predstavuje tzv. izotropné
spevriovanie, pri ktorom sa material spevriuje vo vsetkych napatovych smeroch rovnako. V takomto pripade sa vo

von Misesovej podmienke plasticity uvazuje premenlivd medza skizu 0, . Jej hodnota monotdnne narastd v
zavislosti od miery plastickej deformacie v danom bode telesa, ktorou najcastejsie byva ekvivalentna plasticka

deformacia €” alebo disipovana praca plastickej deformécie AP . Tieto miery umozriuju tiez urcitym pribliznym
spbsobom vniest do vypoétu vSeobecnej viacosovej napatosti jednoosové speviiovacie vlastnosti materidlu
urcené klasickymi normovymi skdskami.

Ekvivalentnd plastickd deformacie ma analogicki funkciu ako evivalentné napéatie - redukuje viacosovy
deformacny stav uréeny tenzorom plastickej deformacie na jednoosovy podla vztahu

t
gF = I EPdt
0 (17)

&= |28 & (18)

Je to opét invariantna skalarna veli¢ina, pricom nasobok 2/3 zaruduje, 7e &° =€f1, Cize platnost (17) aj pre

kde

jednoosovu deformaciu. Izotropné spevnovanie von Misesovho materidlového modelu dostaneme, ked medza
sklzu v (4) bude funkciou ekvivalentnej plastickej deformacie

flo,0,)=\3s:s-T,(")=0 - s:s=20; (19)

Ak funkcia E'K(Z‘p) je lineadrna, hovorime o modeli s linedrnym izotropnym spevriovanim. Speviiovacia funkcia
vtedy ma tvar

0y (€°) =0, + HEP (20)
s konstantym plastickym modulom H a konstatntnou zaciato¢nou medzou sklzu nedeformovaného materialu.

V pripade von Misesovej podmienky plasticity (von Misesovej funkcie plastického zatazovania) vztah (19) s
meniacou sa medzou sklzu 0, zobrazuje v stradnicovom systéme hlavnych napati jednoparametricki mnoZzinu

= _ I3 _
1@, =25 —\/;(O'K +H£p)
Izotropné speviiovanie mozno hodnoverne vyuzit len pri tzv. proporciondlnom zataZovani (vetky zlozky napatia

narastaju proporcionalne). Pri inom zataZovani - neproporciondlnom alebo cyklickom - je pouzitie tohoto modelu
nevhodné a vzhladom na nerealny (obrateny) Bauschingerov efekt méze viest k nepripustnym chybam.

stosovych valcov (obr. 4) s polomermi

Obr. 4 Zmena plochy plasticity pri izotropnom seviiovani



Dosadenim (13) do (18) a s vyuZzitim von Misesovej podmienky plasticity v tvare (19) zistime, Ze plati
A=E° (21)

Pre niektoré (nekovové) materidly je vyhodnejSie pouZit model, kde speviiovanie materidlu je riadené
akumulovanou pracou vnutornych plastickych sil (work hardening)

4, :JdAp =J.<_5Ta’§p =_[d7ugTI

Podmienka plasticity potom je
f=o-5,(a,)=0

Tento postup pre von Misesovu podmienku plasticity dava rovnaké vysledky ako uvedena formuldcia modelu
s deformacénym spevnovanim (strain hardening).

Prirastkové diferencidlne konstitutivne rovnice a pruzne plasticky materidlovy modul

V doplnku D10 sme uviedli prirastkové diferencidlne konstitutivne rovnice materialového modelu (vztahy
medzi deformaciou a napatim) vo vSeobecnom tvare
o=D%¢ (22)
kde
(D¢ )0 (D® :f)
f:D°:f - (3f/da) Do(d*w” /da®) [h

Dep :De _

(23)

je diferencidlny pruzne plasticky (tangencidlny) materidlovy modul. Rovnice (22) umoziuju pri pruzne plastickom
zatazovani z diferencidlneho prirastku celkovej deformacie vypoditat diferencidlny prirastok napétia.

Skonkretizujme teraz modul D® pre von Misesov materidlovy model s linedrnym izotropnym deformaénym
speviiovanim. Zo vztahov termodynamickej formulacie speviiovania [D10] dostavame:

Mame len jednu vnutornu premennu

a ={&"}
jedind termodynamicka silu
O owPl__
a=[p pr 0=0,(€”)
0 9" g
a pre zobecneny speviovaci modul dostdvame
__ o,
da 00,
Takze plati
o’yr °yP _0g,
p wz :p _wz = _II;:H
oa ogP  0¢
a materialovy modul (23) je
e, e.
Dep=De—(D f)0(D° : 1) (24)

f:D°:f+H
Tento zapis sa da dalej zjednodusit, ked vyjdeme z tenzorového vyjadrenia elastického materidlového modulu
rozdeleného na deviatorickd a objemovu ¢ast
DeZZGJPd+KI al (25)
kde
P, = —%I ol

je deviatoricky projekény tenzor 4. radu (transformuje tenzor druhého radu na jeho deviatoricku cast), T al su
tenzory identity Stvrtého a druhého radu, G je modul pruznosti v Smyku a K je objemovy modul materialu. Pretoze
f je deviatoricky tenzor, dostavame

D¢:f =2Gf (26)



a s vyuzitim (13)

3 3 32, 3
f:D°:f=2Gf:f=26—s:5—=26—-0,—=3G (27)
20, 20, 20,3 20,
Po dosadeni (26) a (27) do (24) sa pruZne plasticky modul zjednodusi na
9G?
D® =D* ——— s s (28)
0.(3G +H)

Sustava konstitutivnych rovnic (22) s pruzne plastickym materidlovym modelom (28) méze byt v niektorych
Specialnych pripadoch vychodiskom pre numerické urcovanie prirastku napéatia v integracnych bodoch siete
konecnych prvkov vypoctového modelu telesa pomocou explicitnych metdd. Pri implicitnych (iteracnych)
metddach integracie tychto rovnic, a najma pri velkych zatazovacich krokoch (s velkym AA ), ich poufZitie vedie k
dramatickému poklesu konvergencie globalnej iteracnej procediry, a preto sa nahradzuju rovnicami s tzv.
konzistentnym pruzZne plastickym materiglovym modulom (mysli sa tym konzistencia s prislusnou integracnou
procedurou).

Pozndmka

Podrobny opis von Misesovho materidlového modelu s kinematickym spevriovanim, ako aj odvodenie pruzne
plastického materidlového modulu v maticovom zépise pre tento pripad speviiovania, mozno najst v [2], resp. na
titulnej stranke tejto webovej domény v Casti Nelinedrne pevnostné problémy pod nazvom Klasické modely pruzne
plastickej deformdcie materidlu.
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